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ACHARD,  directeur  adjoint  de  la  Conipajjnie  d'assurances  sur  la  vie  lu   Confiance,  rue 

Favart,  2,  à  Paris. 
ANDRÉ  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  2.1,  à  Paris. 
A\T01\E  (Charles),  ingénieur  de  la  Marine,  a  Kresl. 
AOl'ST  (l'abbé),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille. 
APPELL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Dijon. 
ARO\  (Henri),  banquier,  rue  de  Gramniont,  i'|,  à  Paris. 
BACB,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  place  Stanislas,  -i,  à  ÎS'ancy. 
BE.VOIST   (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelet,  à  Chalon. 
BERDELLE,  ancien  garde  général  des  forets,  à  Rioz  (Haute-Saône). 
BERTRAND  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  rue  de  Seine,  (i, 

à  Paris. 
BISCHOFFSHEIM,  banquier,  rue  de  Gramniont,  27.  à  Paris,  S.  P. 
B1E\AY}IÉ  (Alexis),  chef  d'État-Major  du  Génie,  à  Alger. 
BIE.VAYMÉ  (Arthur),  ingénieur  de  la  Marine,  àloulon. 
BIEXAYME,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

BliEY.ME,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Lacuée,  28,  ii  Paris. 
BOWET  ^Ossian),  membre  do  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel,  80,  à  Paris. 
BORCHARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  Victoriastrasse,  6,  à  Berlin,  S.  P. 
BOKIIIER,  directeur  de  l'École  préparatoire  des  Sciences  et  Lettres,  rue  du  Pin,  9,  :i 

Angers. 
BOIFFET,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Carcassonne  (Aude). 
BOILA.XGER,  professeur  de  Mathématiques,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 
BOIKGET,  recteur  de  l'Académie  d'Aix. 
BREMARD,  arcliitecte,  boulevard  Maleshorbes,  16,  à  Paris, 
BRlOSClll,  directeur  de  l'École  Polytechiii(|ue,  à  Milan  (Italie). 
BRISSE  (A.),  ingénieur  du  dessèchement  du  lac  Fucino,  Abruzzes  (Italie). 
RRbSE  (Ch.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Denfert-Rochereau,  22,  i»  Paris. 
BROUARD,  capitaine  du  Génie,  à  Grenoble,  S.  P. 
CABART  (Maurice),  boulevard  Saint-Michel,  i^j,  à  Paris. 
CAIIEV,  capitaine  du  Génie,  à  Besançon. 
CARO\,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 
CATALAN,  prolesseur  à  l'Université,  à  Liège  (Belgique). 
CHARLON,  directeur  des  Compagnies  d'assurances  contre  l'incendie  la  Confiance  et  le 

Midi,  rue  Favart,  2,  à  Paris. 
CHASIiES,  membre  de  l'Institut,  rue  Paul-Louis  Courier,  3,  ti  Paris,  S.  P. 
(ilVlALE,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 
tLAYElX,  intendant  divisionnaire,  à  Oran  (Algérie). 
CLAl'DE-LAFONTAINE,  banquier,  rue  de  1  révise,  3>,  à  Paris,  S.  P. 
COCIIIN  (Denis),  rue  de  Grenelle-Saint-Gurniain,  S(i,  à  Paris. 
COLLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

COLLIGNON,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  28,  ii  Paris. 
DE  COMBKROLSSE,  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Blanche,  G.J,  a  Paris. 
COURCELLES,   professeur    de  Mathématiques    spéciales  au    lycée    Saint-Louis,    rue   de 

Rennes,  68,  à  Paris. 
CREMONA,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  :i  Rome. 

DARBUl;\,  niaitre  de  Conférences  à  l'École  Normale,  rue  (iay-Lussac,  '6Ç>,  à  Paris. 
DESQ,  capitaine  d'Artillerie,  il  Besançon. 
DEWL'LF,  lieutenant-colonel,  chef  du  Génie,  ;i  Bayonru". 
DOSTOR,  docteur  es  sciences,  rue  de  Rennes,  io5,  à  Paris. 
DIGIEN,  ingénieur  civil,  à  Roye  (Somme  . 
DLRRANDE,  professeur  il  la  Faculté  des  Sciences.  ;i  Poitiers. 
FABRE,  ancien  élève  de  l'I'kole  Polytechnique,  rue  Saint-Martin,    j,  ;i  Paris. 
FI.YE  SAINTE-MARIE,  réjiétiteur  a  l'École  Polylecliniqiu>,  rue  du  Sommerard,  ij.ii  Pans. 
FONTES,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  \  illefranche  (  llaule-Garonne). 
FOIRET,  répétiteur  a  l'Lcole  Polytechnique,  iiie  \\ashiiiglon,  i(i,  a  Paris. 


(illUKI.,   inj-eiiiL'ur  des   l'oiils   et   Chaussées,    agrégé    de    la    l'acullc   «le    Médecine,  iiip 

Joullioy.  .'5i),  à  l'aiis-Hatiniiolles. 
(iMTIIIEK-VILLAUS,  éditeur,  quai  des  (irauds-Auguslins,  j."),  à  Paris,  S.  V. 
GK\TY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oian. 
«KUOXO,  rue  Halle,  4o  et  .'|2,  à  Paris. 

GlUOI»  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'Ktat,  à  Paris. 
(iOFFAKT,  boulevard  des  Hatignolles,  X',,  à  Paris. 
(iONZALKS  (J<i/,e),  rue  Monge,  G:5,  à  l'aris. 

(iOUKNKlUE  (de  la;,  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel.  7.'),  à  Paris. 
GRAI\DOKGË,  ])roresseur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Belgique). 
GL'ÉLOT,  chef  de  bataillon,  commandant  le  10°  bataillon  de  chasseurs  à  pied,  à  Suinl- 

I)ié  (Vosges). 
HAAG,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  de  Villars,  i5,  à  Paris. 
IIALPIltl\,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Sainte-Anne,  5i,  à  Paris,  S.  P. 
HATON  WE  LA  GOll'lLLlÈRE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Garancière,  8,  à  Paris,  S.  P. 
HATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 
IIEiVItY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Orléans. 
HERALD    ingénieur  hydrographe,   rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

HERMARY,  capitaine  d'Artillerie,  Dépôt  central,  place  Saint-Thomas-d'Aquin,  1,  à  Paris. 
HERMITE,  membre  de  1  Institut,  rue  de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris,  S.  P. 
IIILAIRE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Arras,  /),  à  Douai  (Nord). 
DIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale,  à  Greenv\ich  (Angleterre),  S.  P. 
HOLST  (EUing),  stipendiât  de  l'Université,  à  Christiania  (Norvège). 
UOLIIIGAM,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 
HlIGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  de  la  Victoire,  ()\. 

à  Paris. 
IIL'MBERT,  élève-ingénieur  des  Mines,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  83,  à  Paris. 
UL'YOT,  ingénieur  des  Mines,  rue  du  Cirque,  10,  à  Paris. 

JACQLIER,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  Saint-Jean,  170,  à  Bordeaux. 
JAÎVI.\,  capitaine  au   32'-"  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans. 
JAVARY,  chef  des  travaux  graphiques  à   l'École   Polytechnique,   rue  du    Cardinal-Le- 

moine,  28,  à  Paiis. 
JORI(A\,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varennos,  48,  à  Paris,  S.  P. 
JOLEERET,  capitaine  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  d'application  de  l'Artillerie  et  du 

(icnie,  à  Fontainebleau. 
JL\G,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Montcbello,  iG,  à  Milan. 
kŒlILER,  directeur  de  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue  de  Reims,  6,  à  Paris. 
KLEIM  (Félix),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich. 
LAFO\,  professeur  au  lycée  Fontanes,  à  Paris. 
LAGLERRE,  examinateur  d'admission   à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel, 

61,  il  Paris. 
LAISA.\T,  député,  rue  de  l'Aqueduc,  5,  à  Paris. 
LA(]tiÈRE,  capitaine  d'Artillerie,  à  Blidah  (Algérie). 
LALTH,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

LÉAL'TÉ,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Guy-de-la-Brossf-,  G,  à  Paris. 
LEBON  (Ernest),  professeur  au  lycée  Charleniagne,  rue  des  Feuillanlines.  1 1 .  à  Paris 
LEFÉBIRE  DE  FOLRCY,  rue  Monsieur-le-Prince,  58,  à  Paris 
LEFFI.ER,  professeur  à  l'Université,  à  Helsingfors  (Finlande). 

LE)I01\E,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cherche-Midi,  5.'),  h  Paris. 
LEMO.NMER,   professeur    de    Mathématiques    spéciales   au    lycée    Corneille,   boulevard 

Saint-Michel,   i'|5,  àParis. 
LE  TAIGE,  professeur  à  l'Université,  à  Liège  (Belgique). 
LESl'IALLT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LÉVY  (Maurice),  professeur  à  l'École  Centrale,  boul.  Saint-Germain,  2J8,  à  Paris. 
LE'/-  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 
LIGll\E,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 


—  s  — 

LIMUEMANK,  professeur  k  l'Université,  à  Fribourg-eii-Brisgau  (Allemagne). 

LUCAS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Bellay,  2,  à  Paris. 

MALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Saint-Jacques,  212,  à  Paris. 

AIALLOIZEL,  rue  de  la  Vieille-Estrapade,    11,  à  Paris. 

MAWIIEni,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe,   1 1,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

MAKGElîlE,  professeur  à  l'école  Monge,  rue  Blanche,  -ji,  à  Paris. 

MARSILLY  fie  général  de},  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre. 

MATHIEU  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Saint-Jean,  2.>, 

à  ÎVancy. 
iMIG\0\,  capitaine  au  6®  régiment  d'Artillerie,  à  Grenoble. 
MO\TIG\Y  (de),  capitaine  du  génie,  à  Villeneuve-Saint-Georgas  (Seine). 
MOISEL,   ancien  élève   de  l'École    Polytechnique,  rue  des  Feuillantines,  72,  à  Paris. 
MOLTARD  ,  examinateur  à  l'Ecole  Polytechnique,  rue  du  Val-de-Grâce,  g,  à  Paris. 
MCOLAIDÈS,  professeur  à  l'Université,  à  Athènes. 

OVIDiO  (Enrico  d'},  professeur  à  l'Université,  Piapa  statuto,  à  Turin. 
PARMEMIER   (le   général),   membre  du    Comité   des  fortifications,   rue   du   Cirque,  5, 

à  Paris. 
PARRA\',  ingénieur  des  Mines,  rue  de  la  Victoire,  09,  à  Paris. 
PERCIN,  capitaine  d'Artillerie,  à  l'École  spéciale  militaire,  à  Saint-Cyr. 
PERItlV,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Verneuil,  2i,  à  Paris. 

PHILIPPO.V,  secrétaire  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Cardinal-Lemoiue,  70,  à  Paris. 
PICARD  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
PICQIET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 
PISTOYE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  à  Nancy. 
PLOCQ,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 
POLIGVAC  (prince  C.  de),  rue  Saint-Florentin,  à  Paris,  S.  P. 
POOSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers. 
PRESLES  (de),  sous-intendant  militaire,  à  Évreux. 
PllSElX,  membre  de  l'Iuslitul,  boulevard  Saint-Michel,  81,  à  Paris. 
PITZ,  colonel  commandant  le  '.va'  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans. 
RAUAl,  rue  Bonaparte,  58,  à  Paris. 
RA\tY  (,de),  sous-dirccleur  de  la   Compagnie  d'assurances  contre  l'incendie  l'A-^lc, 

rue  de  Chàteaudun,  44>  ^  Paris. 
REI\ACH  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  !\,  à  Paris. 
RESAL,  membre  de  l'inslitut,  rue  Saint-André-des-Arts,  58,  à  Paris. 
KEY  (Casimir),  professeur  à  l'École  regimentaire  du  Génie,  à  Versailles. 
RIliAlCOLR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Draguignan. 
RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  ii  Paris. 
ROLLAXD,  membre  de  l'Institut,  au  !\liiiistère  des  Finances,  à  Paris. 
ROIAR'T,  ingénieur  civil,  rue  (Jberkampf,   i5i,  à  Paris. 
ROICIIE   (Eugène),   professeur  ii  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission    i»  l'École 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  (')2,  à  Paris. 
ROISSELIN,  professeur  au  lycée  Fontanes,  rue  de  la  Ferme-des-Mathurins,  5,  à  Paris. 
ROIX,  architecte,   rue  de  l'Arcade,  20,  à  Paris. 
SAIME-CLAIRE  DEVILLE  (Henri),  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Germain,  i55, 

à  Paris. 
SAINT-LOl'P,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  àBesancjon. 
SALTEL  (Louis),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 
SAMIERY,  à  Cahors. 

SARRAI,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bondy,  •>'\,  à  Paris. 
SARTIAIX,  ingénieur    des  Ponls  et    Chaussées,  à  la    Compagnie  du    chemin    de    fer  du 

ÎVord,  a  Pai-is. 
SÇIILBERT,  pi'ofesseur,  Steindam,  8;),  à  Hambourg  (  Alleniagiu' % 
SEGl'Y,  rue  Pascal,  •>!,  a  Paris. 
SIVERIXG    '.lus.',,    iiigiMiieur  en   chef  des    Travaux   publics,   place   du    Saint-Esprit,    i), 

a  Luxembourg. 


—  î)  — 

STEl'HAN,  diiecteiu'  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 
STEPHANOS  (D-^  Cyparissos),  rue  de  l'Abbé-de  l'Épée,  i,  à  Paris. 
STLONlCkA,  professeur  à  l'Uiiiversilc,  à  Pra[;ue  (Hohôme). 
SVILOkOSSITSdII,  in(;enieur,  rue  du  Cardiual-Lenioiiie,  .'Ji,  à  Paris. 
TA\NEHY  (Paul),  ingénieur  dos  Manufactures  de  IKtat,  au  Havre.  .S.  P. 
TANiVEItV,  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Dlni,  /(j,  à  Paris. 
TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  (juai  d'Orléans,  26,  à  Paris. 
THKRY,  professeur  au  lycée,  rue  des  Kécollets  anglais,  à  Douai  (Nord). 
TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  de  Bonne,  1,  ù  Gre- 
noble. 
TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 
TRESCA,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Vendôme  (Loir-et-Cher). 
TURQUAN,  docteur  es  sciences,  boulevard  de  la  Reine,  25,  à  Versailles. 
VACQLAM,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  12,  à  Paris. 
VAZËILLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  2G,  à  Paris. 
VICAIRE,  ingénieur  des  Mines,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris. 
VliVTEJOUX,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 
VOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  ti  Alger. 
WËIIiL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Roquépine,  30,  à  Paris. 
WELSCn,  capitaine  d'Arlillerie,  à  l'École  spéciale  militaire,  à  Saint-Cyr. 
WEYR  (D"^  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 
WEYR  (D'' Emile),    professeur  à  l'Université,  à  Vienne  (Autriche). 
WICKERSHEDIER,  ingénieur  des  Mines,  à  Carcassonne. 
WORMS  DE  ROMILLY,  ingénieur  des  Mines,  boulevard  Haussmann,  4J,  ii  Paris. 
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MEMOIRES    ET   COMMUNICATIONS. 


Sur  lu  Jonction  (exponentielle;  par  M.  Lagi.ekki:. 

(Soaiice  du  7  novembre  iS7(j.) 

1 .  Soient  r/.,  b,  c,  .  . .,  l,  m  quantité»  arbitraires  et  F,  F, ,  F^,  . . ., 
F,„_i,  m  polynômes  entiers  en  x.  Si  l'on  désigne  respeetivement 
par  a,  {"j,"/,  ■  ■  ■■,  ^^  le  degré  de  ces  polynômes  et  si  l'on  pose,  pour 
abréger, 

a  =  K  -t-  5  -j-  y  ^-  .  .  .  -r-  À, 

on  voit  que,  dans  l'expression 

V  =  F<?"-^--h-  Fi^-''-'-  +  F,<?'''-+  . .  .  -+-  F,„_,(''-% 

ligurent  les  ju  -(-  m  coeflicients  des  polynômes  F,  l\,  ....  F„/_|. 

En  donnant  à  l'un  d'eux  une  valeur  arbitraire,  on  [)eiit  encore 
disposer  des  (fx -j- 7/i  —  i)  autres  coefficients  de  façon  à  annuler, 
dans  le  développement  de  V  suivant  les  puissances  croissantes  de  x, 
les  coefficients  de 

.r»,   xK    .r-,    .  .  .,    y^-^'"--. 

I^es  polynômes  F,  F,,  ...,  F,„_,  étant  ainsi  déterminés,  le  déve- 
loppement de  V  connnencera  [)ar  un  terme  de  l'ordre  de  .1''^"'"'""' . 
Dans  une  Note  publiée  dans  le  Journcil  de  M.  Uorcluudt  ('  ), 

(')    Lettre  lie  M.   Ilrnnitc  à  M.  Borcliaiclt  {.lourniil  itc  M.  Iloirliarilt.  1.  7(1). 
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M.  Herniile  a  donné  une  méthode  très  simple  et  très  élégante  pour 
déterminer  les  valeurs  de  ces  polynômes.  Depuis,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  tous  les  nombres  a,  jS,  y,  . .  .,  À  sont  égaux  à  un  même 
nombre  «  (  '  ),  j'ai  rattaché  la  recherche  de  l'expression  V  au  déve- 
loppement de  e~-^'  suivant  les  puissances  croissantes  du  polynôme 

et,  en  posant 

f[z)  =  z'"  -+-  p  z'"-^  -h  fj  z'"-"-  -h.  .  .-^  sz-{-  t, 

j'ai  montré  que  V  était  une  solution  de  l'équation  différentielle  du 

f/'"  r  r/"'-'  V  f/'"--  y  dy 

r     r/"'-ir                     ,      rl"'-^-y        ,              ^     t/'"--'r  1 

—  /i    ni  — —  -\-  {/7i  —  i]p  — —  -h  [m  —  27  — 4- ...  -h  .V  >     3=  o. 

Si  l'on  représente,  pour  un  instant,  par 
D  ) ,   D-y,  D^) ,    ,  .  . 

les  dérivées  successives  dej  ,  l'équation  précédente  peut  se  mettre 
sous  la  l'orme  svmbolique  qui  suit  : 

.7-/(T)).r-/'(D)j-n=o. 

12.  Dans  le  cas  plus  général  où  les  nombres  a,  p,  7,  .  •  •  sont 
différents,  il  est  aussi  facile  de  former  l'équation  différentielle  à 
laquelle  satisfait  V. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

/•-    ■^'        /•-     ■^'  r       -^ 


h  '   '  X  —   / 

celte  équation  dilférentielle  peut  s'écrire  sous  la  l'orme  symbolicpic 

(.)  .r/(D)r-[«./;aD)-HSy;(D)+...4-).//(D)].r=r_:o, 

rt  (jn   le  démontrerait  aisément  en  suivant  la  voie   indiquée  par 
M.  llermite  dans  la  Note  que  j'ai  citée  ci-dessus. 

('}   Sur  le  (iêveloppement  d' une  fonrtinii   <;uW<iiit  /es  />M/.v.«7//cvf  croissantes  d'un  po- 
lynôme {Journal  de  M.  Horcliardl.  I.  88). 


-  v.\  - 

3.  l'.i)  |);irli<iili<'r,  si  /;/ i^  !î.  I'(''([uiil  Ion  (i)  pciil  s'rciiic 

.r.  [}  '"  —  [a  -\-  h  +  c])"  -I-  [ah  -(-  hr  -f-  en  ] .)  '  —  ahry] 

—  î(«  +  r^  -^  v).»"—  \/^-{f'  -t-  '•)  +  f3(<-  -4-  f  ^-  v(^/  -h  /y)]/ 

En  supposant,  ce  rpi'il  est  toujours  permis  do  ("iiire  sans  nuire  à  la 
généralité  du  prol)Iènie,  fpie 

l'écpiation  précédente  devient 

■[.,"■-  (/>  -f-r ),)•"+  hcr'] 
—  \[v.  -+-  [i  -hy),)"— [«(/^  +t)  +c5  4-  r/y]  )■'-!-  k/;c)-J  =0. 

Je  lue  propose,  dans  ee  (pii   suit,  de  démontrer  directement  cette 
équation. 

4.  Soient  F,  F,  et  F2  trois  polynômes  en  x  dont  le  degré  soit 
respectivement  marqué  par  les  nombres  a,  [i  et  y  ;  on  peut  dis- 
poser des  coefficients  de  ces  polvnomes  de  telle  sorte  (jue  le  déve- 
loppement de  l'expression 

V  =  F-(-  F, <'''•«■  4- F, e'-*^ 

commence  par  un  terme  de  Tordre  de  .r*"^'''"^"'"^'- . 
(  )ii  a  donc 

F  -f-  Fi^^''-'-+  F, tf '•■'■=  (.r«+?+v+2)^ 

ou,  en  faisant,  pour  al)réger,  a  -h  |3  H-  y  =  p., 

( 3 )  F  +  F, e''-'  -h  ¥,_ &■-'■  =  ( Ai^+2 j      ^ly 

En  formant  successivement  la  première  et  la  seconde  dérivée  de  la 
relation  (3  ),  il  vient 

(  4  )  F'  +  e''-'-  (  F'i  +  A  F,  )  +  e'-'-  (  F',  +  cF.O  —  { x'^+'  ) 

et 

(  5  )   F"  -f-  e''-^  (  F',  +  o  ^  F',  -f-  /> -  F ,  )  +  f '•■'■  (  F':  +  -2  r  F'.,  H-  c^  F.,  )  =  (  orM . 


(')  Ici,  comme  dans  tout  ce  qui  siu(,  je  désigne  généralement,  indépendamment 
de  la  nature  des  coefficients,  par  (.1')  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  et  commetiçaiit  par  un  terme  en  xp. 


-  li  - 

En  rrsolvanl  les  équations  (3),  (4)  el  (5).  on  a 

F  F,  F, 

F'  F', -T-6F,  F;  H-rFj 

F"  F",  -^il> Y\  -f-  h- F,     F';  +  icY'.,  +  c" F, 

i.r^+-)       F,  F, 

(jTî^+'j      F', +  /'F,  F^,  H-cFj 

(.r:^)  F",  +  2  ^'  F',  +  h'-  F,      F';  -4-  icY'.^  ~  f"F, 

d'où  il  résulte  que  A  est  divisible  par  jt'%  el,  comme  d'ailleurs 
cette  expression  est  précisément  du  degré  ^i,  on  a 

M  désignant  une  quantité  constante. 

5.   Je  pose,  pour  abréger, 

A  =  i\I.r;^=  PF"-  QF'  -^  RF, 
puis 

et  enfin 


F,e''^=«,     F-, 


//('    —  vu    =  (l-,         ?f  P     vu     =  'j). 

Comme  on  a  évidemment 

F'      t'-''-^//      &-'•'■  (•'      . 
F"      ^- ''•'•//'      r-'-^r"    I 
on  en  déduit 

P  =  ^-(''+' ) ..',      Q  =L  e-i''+'Uv'     et     R  =  f-(''+0,„. 
Considérons  niainlonant  l'équation  diiTérrniiellc 


o— /'.'" 


..-(•.»■„ 


y'      c-'''u'      e-'-^v' 


M  .ri», 


que  1  on   |)Oul  écrur 

[G)  P)"-Q,)'+R)=M.i:\ 

Cellr  ('fjuation  est  salisfaitr  quand  on  v  fait  •)  =r  F;  la  niènie  équa- 
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lion  est  éj;alemonl  salislailo  (jiiand  on  v  lail  )  =//()ii  )  =v,  pourvu 
que  l'on  y  rom|)lacc  la  conslantc  M  par  zéro. 

Si  donc  on  élimine,  par  difiercnlialion,  la  constante  M  de  IWpia- 
tion  (6),  l'équation  que  l'on  obtient 

P.ry-hiP.r'—  q.r   —  3  fi  V  ]  )" 

-+-  (R./-—  Q',r-f-3//Q)y  +  (R'.r_  3//R)jK  =  o 

a  pour  solutions 

)■  =r  F,        >=tt       et      J- =  v; 

c'est,  par  suite,  l'équation  à  lafjuelle  satisfait  l'expression  V.  En  v 
remplaçant  P,  Q  et  R  [)ar  Icmms  valeurs  données  plus  haut,  elle 
prend  la  forme  suivante  : 

/  cv.i:)'"  —  [(  ^''  +  <"}  ■■'■  -+-  y-]  "','" 
(  A  )  '  +  [xf.i  -+-  ■/■  (  h  -f-  c]n''  —  .en-"  -+-  y.i\'']y' 

\  -+-  [.ro'  —  (  ^''  ■+-  c]  .ro)  —  ,"''j]  J'  =  O. 

6.  Pour  simplifier  cette  équation,  je  remarque  que  l'équalioji  (6) 
a  une  solution  entière,  à  savoir  le  polynôme  F.  Il  est  facile  d'ail- 
leurs d'intégrer  cette  équation,  puisque  l'équation  obtenue  en  re- 
tranchant le  second  membre, 

P  v"  _  Q  ,  '  -)_  R  r  ^  „ 

a  pour  solutions 

j  ^=  it     et      y  =  V. 

En  employant  donc  la  méthode  connue  de  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires,  je  poserai 

>  :=  A  //  -j-  B  c, 
puis 

A'«  +  B'c-:n      et      A'//'+BV=^. 
On  en  déduit 


et 


A'  =  -— -  e-'''  V.dx,      B'  = -,-  i'-'-'- Fi (Ir 


—  .MF,e'"-  r^^e-'^'F.dr  --  MF.^e'^''  f—^e-'-'F^d, 


—   IG  — 

(If)iiiiiic  l  iiik;  des  viileurs  de  j  esl  le  |)u1vii(Hii<'  1",  on  soit  (jiie 
liiil  rurale 

1   y^ 

ne  doit  renfermer  d'aulre  transcendante  que  la  lonetion  ^~*'. 

En  désignant  par  X  une  raeinr  (jueleonque  de  l'équation  P  ^=  o, 
posons 

l'intégrale  précédente  devient 

ou,  rn  intégrant  par  parties, 

Cette  expression  ne  devant  renfermer  d'antre  transcendante  que 
<?"*■*',  on  doit  avoir,  pour  toutes  les  racines  de  l'équation  P(?.  jr:=o, 
la  relation 


or  un  calcul  facile  donnr 


7 

on  ne 

p         y.         F'.,  (  ). 

P" 

(>0 

P' 

(>•) 

On   a   donc,   quelle  que   soit   la    lacine  considérée   de  l'équation 

y         Y\[\\  P"(À)^^, 

À  F,(A)  P'(>) 

(J'où  l'identité  suivante,  où  G  désigne  un  polvnonie  du  degré  y  : 
(7)  .rr.P'-f-  uF.,P'  — .rFsP"—  A.rFoP'-l-GP  —  O. 

7.  Pour  déterminer  le  polvnôme  G,  je  remarque  qu'en  négli- 
geant les  multiples  de  F.j  on  a,  par-  la  définition  même  du  polv- 
nAme  P, 

P  r^  F,  F', 
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et 

P'— F,F';4-(c  —  /^)F,  F',. 

La  relation  donne  d'ailleurs 

•rF'jP'-l-GP  — o, 

d'où,  en  remplaçant  P  et  P'  par  leurs  valeurs  congrues  suivant  le 
module  F2, 

.r  F,  F;  F"^-h  [c—lj].r  F,  F'/  4-  G  F,  F',  =  o, 

puis,  en  divisant  par  Fi  F',, 

G  s=  ( i  —  r.]xF'.^  —  .r F" 

et  enfin 

G  =  niV„  -^{b  —  c]xF\^  —  .rF", 

rn  désignant  une  c(uanlilé  constante. 

En  portant  cette  valeur  de  G  dans  l'équation  (j),  elle  devient 

(8)  .rFaP"-!-  (/.-.rF,  — .rF',— y.F,)P'— [/«F2+  (/:»  — c).rF',  — .rF';]  P  =  0; 

Pétant  du  degré  (^3  -+-'/),  on  trouve  facilement,  en  égalant  à  zéro 
le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  dans  la  relation  précédente, 

b[3  4-  7  )  —  nt  —  7(6  —  c    =0,      d'où      m  z^  h  S  -{-  c 7 . 

8.   En  employant  maintenant  les  relations 

P  =:  e-C'+'hi'     et     F,  =  e-'-»".', 

j'introduis  les  fonctions  w  et  ^  dans  l'équation  (8). 
En  efiectuant  les  calculs,  on  obtient  la  relation 

cr  M'"  —  [{b-t-  c)  i>.v  -t-  fie  +  xc']  (f'  H-  [hcxf  -f-  pt  (  A  -}-  c)  c  —  m  c  +  xr"]  «•  =  o, 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

.7? 

xn'"  —  [(  h  H-  c].r  -+-  u]  (\''  +  [ bcx  -\-  ui^b  -\-  c]  —  m]  iv  H ((/'<(•  —  (•'«■'). 

Je  remarque  maintenant  que,  w  étant  égal  à  uv' — vu\  l'expression 
a  pour  valeur 


c   w  —  c  (V 


vu     —   U  V     Z= W, 

VIII. 


—    IS  — 
On  a  donc  identiquement 

^(«•"—  m)  —[[h  -+-  c).r  -^  u](f'-t-  [bc.f  -+-  u[/j  -\-  r)  —  /??]<»'  r=  o. 

Tirons  w  de  cette  relation  et  portons  sa  valeur  dans  l'équation  (A); 
■{V,  w'  et  w"  disparaîtront,  et  l'on  obtiendra  une  équation  de  la 
forme 

^y  —  [(^  +  c ) 07  -I-  pi] .)  "  +  [ bcx  -\-  y.[b  +  c]  —  m] .r'  +  H j  :^  o. 

On  déterminera  H  en  remarquant  que,  l'équation  précédente  avant 
pour  solution  le  polynôme  entier  F  qui  est  du  degré  a,  H  est  une 
constante,  et  que  le  coefficient  de  x'  dans  le  premier  membre  est 

on  a  donc 

VL  —  —  abc. 

9.   Si    maintenant   on    remplace    respectivement    (x    et    m    par 

«  H-  j^  H-  y  et  Z>|3  -+-  cy,  l'équation  devient 

X)  '"  —  [(  /;  +  c  )  X  4-  a  +  ;5  4-  y]r" 

-+-  [  hc.T  -t-  u[Ij  -+-  c  j  +  r  s  -4-  /;  7  j  _)  '  —  «  bcy  r^  o, 

et  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  que  j'ai  mentionnée  plus  haut  : 

X  [}■'"  —  {b  -h  c)j"  -^  hcy' ] 

—  j(a  -|-|5  -f-'/jj"—  [v.[h  H-  c)  -h  ci  -h  by])'  4-  ubcyi  =  o. 


Su?'  cortnins  cas  .singuliers  du  déplacement  d'un  corps  solide; 
par  M.  Halphen. 

(Séance  du  7  novembre  iS'jg.) 

Quand  on  considère  comme  un  corps  solide  une  droite  portant 
des  points  de  division,  cinq  conditions  sont  nécessaires  pour  assu- 
rer la  fixité  de  co  corps.  Soumis  seulement  à  ([uatre  conditions,  ce 
corps  peut  se  déplacer.  C'est  au  sujet  de  ce  déplacement  que,  il  y 
a  huit  ans,  M.  Mannheim  a  trouvé  ce  beau  théorème  : 

Si  (/iifif/c  points  d'une  d  roi  le  sont  cissiijcilis  à  /ester  resprcli- 
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venicul.  dans  (itutivc  plans  fixes.  Ions  les  points  de  la  dioilc  dr- 
crivanl  des  (dlipses  (  '  ). 

J'ai,  à  la  même  époque,  complété  cette  proposition  en  montrant 
que  le  lieu  des  centres  de  ces  ellipses  est  la  droite  unique  par- 
tagée par  la  plans  donnés  en  segniciits  proportionnels  respect i- 
K'ement  à  ceux  de  la  droite  mobile  et  les  plus  petits  possible  (-). 

Soit  maintenant  G  cette  droite,  lieu  des  centres.  Sur  toule 
droite  G'  partagée  par  les  plans  donnés  en  segments  proportion- 
nels respectivement  à  ceux  de  G,  les  segments  sont  plus  grands 
que  ceux  qui  leur  correspondent  sur  G.  11  est  donc  impossible  de 
déplacer  G  de  telle  sorte  que  les  quatre  points  a,  b,  c,  d  qui  sont 
actuellement  sur  les  plans  a,  [6,  y,  ^  restent  dans  ces  plans. 

On  voit  ainsi  qu'il  existe  des  cas  singuliers  où  quatre  conditions 
suffisent  à  assurer  l'immobilité  d'une  droite  portant  des  poids  de 
division  et  considérée  comme  un  corps  solide.  A  quel  caractère 
géométrique  peut-on  reconnaître  de  pareils  cas? 

Pour  répondre  à  cette  question,  considérons  de  nouveau  le  dé- 
placement d'une  droite  G  dont  des  points  restent  dans  des  plans 
donnés.  Si  l'on  assujettit  simplement  trois  points  a,  b,  c  à  rester 
dans  des  plans  a,  [ù,  y,  tout  autre  point  d  a  pour  lieu  une  surface 
qui,  d'après  Dupin,  est  un  ellipsoïde  E.  Que  l'on  impose  main- 
tenant à  ce  même  point  d  la  condition  de  rester  sur  un  plan  o, 
alors  il  ne  pourra  se  mouvoir  que  sur  l'ellipse  intersection  de  E 
et  de  (J.  Mais,  si  le  plan  d  est  tangent  à  l'ellipsoïde  E,  on  voit  que 
le  déplacement  n'est  pas  possible.  Or  les  normales  aux  plans  a, 
|3,  7  et  à  l'ellipsoïde  E  aux  points  a,  b,  c,  d  sont  quatre  droites 
d'un  même  hyperboloïde.  Donc  : 

Si  par  quatre  poifits  a,  b,  c,  d  d'une  droite  G  passent  quatre 
plans  a.,  [3,  y,  d  dont  les  quatre  normales  en  ces  quatre  poijits 
appartiennent  à  un  même  h) perboloïde,  il  est  impossible  de  dé- 
placer G  de  telle  sorte  que  les  points  a,  b,  r,  d  restent  respecti- 
vement sur  les  plans  a,  [6,y,  §. 

Reprenons  le  raisonnement  précédent  et  substituons  au  plan  o 


C)  Voir  Bulletin,  f.  I.  p.  ii'î. 
{■)   IhiJ.,  p.    t  17. 

2. 
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une  surface  quelconque.  En  prenant  celle  surface  langenle  à  E, 
nous  pourrons  obtenir  les  divers  cas  que  l'on  rencontre  au  sujet 
de  rinlersection  de  deux  surfaces  tangentes  entre  elles  en  un 
point.  Aux  plans  a,  (3,  y  nous  pouvons  aussi  substituer  des  sur- 
faces quelconques  et  dire  alors  : 

Si  par  quatre  points  a,  h,  c,  d  d'une  droite  G  passent  quatre 
surfaces  cf.,  jS,  y,  à  dont  les  quatre  normales  en  ces  quatre  points 
appartiennent  à  un  même  hyperboloïde,  et  qu'on  assujettisse  a, 
Z»,  c,  d  à  rester  respectivement  sur  a.  Ç:»,-/,  o,  le  déplacement  de  G 
est  généralement  impossible  ou  amhii^u. 

Je  dis  ^généralement,  parce  que  ce  déplacement,  dont  le  pre- 
mier élément  dépend  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au 
premier,  peut,  dans  certains  cas,  cesser  d'être  ambigu.  Par  exemple, 
avec  les  données  précédentes,  si  la  surface  o'  a  avec  E  un  contact 
d'ordre  pair,  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  peut  ne  pré- 
senter en  d  qu'une  seule  branche  réelle;  le  déplacement,  dans  ce 
cas,  n'est  pas  ambigu.  Si  le  contact  de  d'  et  de  E  est  d'ordre 
impair,  du  premier  ordre  par  exemple,  le  déplacement  est  impos- 
sible ou  ambigu  ,  sauf  toutefois  si  ce  contact  a  lieu  tout  le  long 
d'une  ligne.  Dans  ce  dernier  cas,  le  déplacement  est  possible  et 
cesse  d'être  ambigu. 

Pour  le  déplacement  d'un  solide  quelconque  assujetti  à  cinq 
conditions,  il  existe  des  cas  singuliers  analogues  qui  donnent  lieu 
à  l'énoncé  suivant  : 

Si  par  cinq  points  a,  b,  c,  d ,  e  d'un  corps  solide  passent  quatre 
surfaces  a,  (3,  y,  ^,  t  dont  les  normales  en  ces  points  soient  ren- 
contrées par  deux  mêmes  droites,  et  qu'on  assujettisse  a,  b,  c,  d,  e 
à  rester  respectivement  sur  a,  ^,  y,  d,  s,  le  déplacement  du  solide 
e.vf  généralement  impossible  ou  ambigu. 
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Sur  la  réduction  tin  fractions  continues  d'une  fonction  qui  satis- 
fait à  une  éq nation  linéaire  du  premier  ordre  à  coefficients 
rationnels;  par  M.  Laouerre. 

(Séance  du  ■i\    novembre  i''^79.) 

1,    Soit  ~  une  ibiictioii  satisfaisant  à  l'équalion  linéaire 

(i)  ^^3'=:  V:;  +  U, 

OÙ  U,  V  et  W  sont  des  polynômes  entiers  en  .r. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  z  soit  développable  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x,  et  proposons-nous  de  former  les 
réduites  successives  de  la  fonction  z. 

En  désignant  par  /"„  le  polynôme  du  degré  n  qui  est  le  dénomi- 
nateur de  la  réduite  de  rang  «,  posons 

I  \\. 


j  II 

on  en  déduit 

,'  /•  f  .^ 

I f  II ,' Il      j  II  ,11 

d'où,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i), 

fn  -■^"-'  Jit 

et 

/,fU  -V-fn'fnV-  W('/„/„-/,;?„)  =.P[V(-^]    -f- W  (-,^,)]- 

Le  premier  membre  de  cette  relation  est  un  polynôme  entier;  le 
second  membre  est  de  l'ordre  de  la  fonction  V(-)4-\\ 


et  cet  ordre,  qui  est  indépendant  du  nombre  «,  indique  le  degré 
de  ce  polynôme. 

En  désignant  par  A„  un  coefficient  indépendant  de  x  et  dont  je 

(')  Je  désigne  ici,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  par  I  — ^  I  une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  décroissantes  de  x  et  commençant  par  un  terme  de  l'ordre  de  x'  • 


fixerai  plus  tard  la  valeur,  je  puis  clone  poser 

(2)  /?u  +/,.„¥-  AVv:,/„ -y;;  v„)  =  a„w,„ 

où  Q„  est  un  polvnoine  entier  donl  le  degré  est  marqué  par  Tordre 
de  la  fonction 


V  (  -  1  -t-  W 


^ 


2.  Formons  maintenant  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

Mj"-N)'+  Pj=:o, 

qui  a  pour  solutions 

Ji  =  A     et     j-2  =  e~^  ^  ''  '  (  '^„  -  f„  z  ) . 
En  posant,  pour  abréger, 

''>=.^'i?'i—yij'i, 

on  a,  d'après  une  formule  connue, 

N         d  , 

—  =  —  oeii; 

INI        (U     ^ 

or  un  calcul  facile  donne 

-/^'''  ^M'-^  /".o.v- w'^:, /:,-/■;^./ 
w  :^  e : — '■ : —  , 

\V 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation  (2), 

w 

d'où 

N  _  (-)'„      ^^'      V 
M  —  «7.  ~  W  ~  w  ' 

et  il  en  résulte  immédiatement  que  l'équation  cherchée  est  de  la 
forme 

W0„/'+[  ;v+ w')0„-w©'jj'-hK„j  =.0, 

où  K„  désigne  un  polynôme  entier  dont  le  degré  est  indépendant 
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Je  niellrai  celle  éqiialion  sous  la  l'orme  suivante  : 

■\\>" ^  (v -f  w  —  ^N^^\y-h~J  =  o, 

ou,  pour  aljréycr, 

(3)  W>"-t- Wo.)'-<- W,j-=o. 

Je  ferai  remarquer  (]iie,  quand  celte  équation  est  connue,  0„  est 
connu  à  un  l'acteur  numérique  près;  on  peut  donc  alors  {)0ser 

0„=>,H„     (1), 

où  H„  est  un  polynôme  déterminé  et  X  une  quantité  indépendante 
de  X. 

3.  Je  ne  m'occuperai  pas  ici  du  problème  qui  consiste  à  trouver 
la  valeur  des  coefficients  des  polynômes  0„  etK„,  problème  qui  pré- 
sente d'assez  grandes  difficultés  et  que  j'ai  déjà  essayé  de  traiter, 
particulièrement  dans  deux  Notes  Sur  la  réduction  en  fractions 
continues  d'une  classe  assez  étendue  de  fonctions  et  Sur  le  dé- 
veloppement en  fractions  continues  de  e*^  '^,  publiées  dans  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  l' ^cadénde  des  Sciences  (jan- 
vier 1878). 

Je  suppose  celte  équation  formée. 

Cela  posé,  on  sait  que  l'on  a  entre  les  termes  de  deux  réduites 
consécutives  la  relation 

(  4  )  ?n+ 1  fn  —  fii+l  <fn  =  A„, 

A„  étant  une  quantité  ne  dépendant  que  du  nombre  /z,  et  que  du 
reste  on  peut  choisir  arbitrairement. 
On  a  de  même 

'fn—l  Jn        Jn—l  'fn  =^         ^n—i  » 

et  on  déduit  de  là 


/.su        .    ,..         •    ■  1.-        .•        "'''        V-+-W'-W„ 

{')    H„  est  détermine  par  lequation  — —  =  -— ■ 

H„  >» 
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d'oîi,  si  Ton  pt)se,  pour  abréger, 

A, 


=  P, 


An-i 

les  deux  relations 

(5;  fn  +  l  —  Qn-i/n  +  ^n-lJn-l  =  O 

et 

(6)  <j'n  +  i  —  Qn-ifn  +  P,i-ifn-l  —  ". 

OÙ  Q«  désigne  un  pol_)nôine  du  premier  degré  en  x. 

11  est  à  remarquer  que,  quand  on  se  donne  arbitrairement  la 
quantité  P,,  en  fonction  du  nombre  entier  ;?,  les  termes  des  ré- 
duites ne  sont  déterminés  qu'à  un  facteur  près  purement  numé- 
rique. Le  signe  des  termes  des  réduites  de  rang  impair  demeure 
même  indéterminé,  car,  en  changeant  ce  signe,  on  voit  que,  toutes 
les  quantités  A,,  changeant  également  de  signe,  Vu  conserve  la 
même  valeur. 

J'écris  maintenant  la  relation  (2)  sous  la  forme  suivante  : 

(U/„  +  Vf,  -  Wf„]A  -+-  W/;  '.„  ^  A„ 0,. 
En  éliminant  0«  entre  cette  relation  et  1  identité  (4).  il  vient 

On  en  déduit,  en  désignant  par  û„  un  polynôme  entier  dont  le 
degré  est  indépendant  de  n,  les  deux  équations  suivantes  : 

(7)  w/;  =  ii„/„-0„/„+i, 

(8)  W»;  =  U/„+(V-i-n„)y„-0„'.„^,. 

4.   Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  polynômes  Q.„  et  Q„. 

A  cet  effet,  je  déduis  de  l'équation  (7)  la  valeur  de  JJ,,  et 
je  porte  la  valeur  ainsi  obtenue,  ainsi  que  celle  de  y,),  dans 
l'équation  (3);  après  quelques  réductions  faciles,  on  obtient  la 
relation 

©«0,«+i/«+2—  ««  i^K,  -^  ii«+i  -+■  V)/„^, 

-^  [ a,,  0„  (  n„  -f-  v  ;  -r  W  (  ii'„  0,,  -  «'„  a„  '  - 1  -  \V  K„  ]  /„  =  o  ; 
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vu  \i\  comparai! I  à  1  identitc'; 
on  en  dédiiil 

(9)  Q«^- .. 

et 

(10)    ii„0„  (il„-+-  V]  -I-  VV(fi>„  -  w'„ii„;,  4-  \VK„-  P,.0,;fc)„_^,  r_  o. 

Posons 

d'où 

(m)  "«=^^^^' 

en  remplaçant,  dans  l'équation  précédente,  i).„  par  cette  valeur, 
on  obtiendra,  toutes  réductions  faites,  l'équation 

( ,  2  )  W  //'  +  AV„  u'  +  U\  -  ?^^®^' 

qui  ne  diffère,  on  le  voit,  de  l'équation  (3)  que  par  l'addition  du 
terme 

W 

5.   Quand  on  se  donne  l'équation  (3),  comme  0„  n'est  pas  en- 
tièrement déterminé,  je  poserai,  comme  plus  haut, 

0„=ÀH„, 

X  étant  une  quantité  indépendante  de  x  et  inconnue. 
L'équation  (12)  deviendra  alors 

(i3)  ^Nu   -hA\o«  +    W,— 


W 


La  forme  du  polynôme  Vl,i  étant  connue,  on  déterminera  faci- 
lement les  coefficients  inconnus  de  la  fonction  u,  ainsi  que  la  con- 
stante X- ;  on  choisira  arbitrairement  la  valeur  de  X  que  l'on  en 
déduit  (si   l'on  prenait  la  valeur  qui   est  de  signe  contraire,  celt* 


-  2(;  - 

n'aurait  d'au  Ire  vAYel  que  de  changer  les  signes  des  termes  des 
réduites  de  rang  impair),  et  la  formule  (ii)  donnera  la  valeur 
de  £2„. 

6.   Comme  application  des  formules  qui  précèdent,  je  prendrai 
pour  exemple  le  développement  de  la  fonction 


/■==? 


z=:  e^ 


qui  satisfait  à  l'équation  diflérentielle 

.rz'  =z  .rz  —  I , 

et  que  j'ai  étudiée  dans  une  Note  (')  j)résentée  récemment  à  la 
Société. 

Nous  avons,  dans  ce  cas, 

\  =  Vf  =  X, 

et  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisfait^),  est 

xy" -^  [x -^  i)  j' —  //j=o. 

On  en  conclut  que  H„  est  une  constante  que  l'on  peut  prendre 
égale  à  l'unité;  je  poserai 

Les  équations  (7)  et  (c))  deviennent  respectivement 

(  l4  )  •■'/«  =  "«  /"  —  ®«  fn  +  \ 

et 

(i5)  Q„— 

La  formule  (i4)  montre  d'ailleurs  (juc  H,,  est  un  polynôme  du 
premier  degré  en  x  qui  ne  peut  se  réduire  à  une  constante;  on 
en  conclut  que  u  est  de  la  forme  e^^jc^  où  a  est  dilférent  de 
zéro. 

—  -'-  {RuUetin  de  lu  Socictc  nmthcmatiijtic,  t.  Vil,  p.  ',i). 


—  -l'i 


L'é(|iiiitloii  (i3)  (JeNieiil,  (lai)s  ce  cas 


J" 


)    subslituanl  la  valeur  de  «,  il  vient,  toiiles  réduclions  lailes, 

K  f  «  _t-  ,  )  .r^  +  _  2 «3  -f-  a  H-  3  —  //  )  .c  H-  [ S^  —  [n  +  i  )*  /.'- ]  ^:  o. 
Comme  a  est  cssentieliemeul  différenl  de  zéro,  ou  en  déduit 

«  =  —  I,      S=:-~  [n  +  \),      ■/*=!, 
et,  en  prenant  la  valeur  négative  de  X, 


Il  I         «  + 1 

fl„  =  X  —=—,<■     I  H I  =  —  I  .f  +  « 


puis 


Les  formules  (i4)  et  (i5)  donnent,  par  suite, 

^/'n  =/>i+l  —  {■>•  -h  //  -h  i]  fa 


et 


,r  —  f  .r  -4-  «  H-  T  )  —  f  .r  H-  /?  -4-  -2  ) 


d'où  l'identité 

Ce  sont  précisément  les  relations   que,  par  une  vole  différente, 
j'avais  trouvées  dans  la  Note  citée  plus  haut. 


Sur  V (uéle  de  rehrousseinent  d' une  dxh'c/o/ypable; 
par  M.  EuNEST  Lebon. 

(Séance  du  ai  novembre  1S79.) 

Nous  nous   proposons  de   trouver  les  équations  de  l'ai'ête  île 
rebroussemenl  de  la  développable   circonscrite  à  deux  coniques- 


-  ±s  — 

à  centre,  a\ant  leurs  plans  parallèles,  leurs  ax.es  parallèles  et  leur» 
centres  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  leurs  plans  ('  ). 

Soient  O  et  0(  les  centres  des  coniques;  prenons  pour  axe 
des  X  la  droite  00,,  pour  axes  des  j-^  et  des  z  les  deux  axes  de  la 
conique  O.  J^es  coordonnées  d'un  point  étant  a,  [3,  y  pour  la  co- 
nique O  et  «1,  [i,,  y,  pour  la  conique  O,,  leurs  axes  étant  respec- 
tivement ù  et  c,  h'  et  t',  les  équations  des  coniques  directrices 
sont 


PI    ,  vr 


Soit  MM,    une  génératrice  de  la  développable  ;    ses  équations 
sont 

^      y  —  ."^       ^  —  y 

"  Pl    /  /l  / 

Les  tangentes  en  M  et  en  M,  aux  coniques  étant  parallèles,  leurs 
coefficients  angulaires  sont  égaux,  et  l'on  a 


(4) 

c-S         6-"- 3, 

On  sait  que. 

si  les  équations  (-) 

x  =  A^-t-P,      y  ~. 

sont  celles  d'une  génératrice  d'une  développable,  A.,  P,  B,  Q  étant 
des  fonctions  d'une  même  variable.  A'  et  P'  les  dérivées  de  A  et  P, 
la  coordonnée  Zo  d'un  point  Xo,  J  o>  ^o  ^e  l'arête  de  rebrousse- 
ment  est  donnée  par  la  formule 

A'' 


5)  zo--^- 


Or,  des  équations  (3)  on  tire 
(6] 


«'/ 


Vi  —  7 


(  '  )  Celte  question  est  exposée  dans  le  Traité  de  (iéométrie  liescriptive  de  M.  J.  de 
Ib  Gournerie,  par  iino  marche  différente  de  celle  que  nous  indiquons. 
*)  Voir  la  Géomctrie  analytique  de  MM.  Rriot  cl  Bouquet,  n"  470. 
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'/\  désignant  la  dérivée  de  y,  fonction  de  y. 

Si  de  (i)  et  (2)  on  tire  [j  et  (3,,  et  que  Ton  porte  leurs  valeurs 
dans  (4),  on  trouve 


'J-. 


^'2 


en  posant 

a  =  I+     ).  —  Il—  et      /=— -^. 
c-  l/'c^ 

d'où 


Vi  = 


Les  valeurs  (7)  et  (8),  portées  dans  (0),  donnent 

-.V       ..2  vr 


ou 


19] 


--^ 

/.^). 

-,r^ 

r* 

).:4 

-  -  '^,' 

Pour  trouver  o-'o  etj'o>  on  porte  la  première  valeur  de  Zq  dans 
l'équation  (6)  et  dans  une  équation  tirée  de  (3)  donnant  y  en 
fonction  de  ::.  i^es  formules  obtenues  sont 


r~          '        c  - 
J"o  =  

•;    Z     -^     V.-    ''''^ 


30  - 


Appelons  O  un  cône  avant  son  sommel  en  O  cl  pour  dii'eclrice 
l'arête  de  rebroussement.  Les  équations  d'une  génératrice  du 
cône  O  sont,  d'après  (9),  (10)  et  (11), 


2  V.      ^,  py 

,5.7. 

—  ati.^  --T          /  — -  — 

F-'  '~rr 

'      r'^             c2 

'        c'- 

7* 


Élevons  au  carré  celte  suite  de  rapports  égaux;  remplaçons-y  P, 
(3,,  y,  parleurs  valeurs  tirées  de  (i),  (2),  (4);  et,  posant 


r 

nous  trouvons 


L'élimination  de  a  entre  ces  deux  équations  conduit  à  l'équation 
du  cône  O  : 

Maintenant,   appelons  O,    un  cône  a^ant  son   sommet  en   O,   et 
pour  directrice    l'arête    de  rebroussement.    Les    équations    d'une 


génératrice  du  cône  0|  sont 


y_ 

.»0 


Opérant  conime  précédemment,  posant 


'=S 


cl  ('liminanl  /,  nous  trouvons  pour  l'équation  du  cône  O, 

•-)  [(-)^f-(>l)'-0)'=- 

Les  équations  (12)  et  (i3)  repi'ésenlenl  l'arcle  de  rebroussement. 
A  l'aide  de  ces  équations  on  trouve  aisément  les  projections  sur 
les  plans  coordonnés  de  l'arêle  'Xc  rebronssenieuL 
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Observations  siif  la  l/teorie  des  caracteristif/ues  •  par  M.  TTai.phen. 

(Séaiico  du  21  novembre  iS^g.) 

Dans  un  Livre  récent,  intitulé  Kaikiil  (1er  abzdlilenden  Géo- 
métrie, M.  Schubert  a  consacre  un  Cliapitre  à  la  théorie  des  carac- 
téristiques, non  pas  seulement  pour  les  coniques,  mais  aussi  pour 
diverses  figures  composées  de  points,  de  plans  et  de  lignes  droites. 
Je  laisse  de  côté,  quant  à  présent,  la  partie  de  ce  Chapitre  qui 
concerne  les  coniques,  et  je  m'occupe  ici  des  propositions  qui  se 
rapportent  soit  à  la  figure  formée  de  plusieurs  points  en  ligne 
droite,  soit  à  la  figure  composée  de  plusieurs  droites  comprises 
dans  un  même  plan  et  concourant  en  un  même  point.  Ces  proposi- 
tions sont  contenues  dans  les  §§  42;  et  44  de  l'Ouvrage  cité  (p.  3oy 
et  323).  Pelles  me  paraissent  inexactes.  .Te  vais  appuyer  cette  asser- 
tion sur  deux  exemples  très  simples. 

1.  Soit  r  la  figure  composée  de  n  points  />,,  p-^,  -  .  •  .  J>,i  situés 
sur  une  même  ligne  droite  g.  Envisagée  dans  l'espace,  la  figure  T 
est  déterminée  par  //.  H- 4  conditions.  Si  on  l'assujettit  seulement 
à  «4-3  conditions,  on  définit  par  là  un  système  :  c'est  l'ensemble 
des  figures  T  qui  satisfont  à  ces  /;  -f-  3  conditions.  Suivant  les 
notations  de  M.  Schubert,  désignons  par  S'  un  tel  système,  en 
même  temps  que  nous  désignerons  par  S  une  condition  simple 
quelconque  se  rapportant  à  une  figure  F.  D'après  M.  Schubert, 
le  nombre  des  figures  T  qui,  faisant  partie  d'un  système  quel- 
conqueU.' ,  satisfont  en  même  temps  à  une  condition  quelconque  S, 
imtépendante  de  ce  système,  est 

p^  -+-  «1/^1  -h  V-2Pî-^-  ■  ■  +  «'•/,  Pa- 
ies nombres  (3,  a,,  .  .  . ,  a,i  ne  dépendant  que  de  la  condition  S 
et  les  nombres  g,  p^,  •  .  . ,  pn  ne  dépendant  que  du  système  E'.  Ces 
derniers  sont  les  caractéristiques  du  s^^stème  2',  et  voici  leurs  dé- 
finitions précises  :  g  est  le  nombre  des  figures  F,  du  système  2', 
pour  chacune  desquelles  la  droite  g  rencontre  une  droite  donnée; 
p„i[m  =  1,2,...,  n)  est  le  nombre  des  figures  F,  du  système  S', 
pour  chacune  desquelles  le  point  p,„  est  dans  un  plan  donné. 
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L'exemple  que  je  vais  envisager  se  rap|)orle  au  cas  /i  =  3.  Ainsi 
la  figure  F  se  compose  de  trois  points  /?,,  po,  ps  en  ligne  droite. 
La  droite  qui  les  joint  est  désignée  par  g. 

Je  considère  la  condition  S  suivante.  On  donne  un  plan  fixe  Q. 
Soit  (/  le  point  où  g  rencontre  ce  plan.  Les  quatre  points  p,,  /?2> 
^3,  (f  doivent  former  une  division  harmonique,  dans  laquelle  p, 
sera  le  conjugué  de  g. 

Il  est  aisé  de  trouver  les  nombres  j3,  a,,  «2»  «Zs  relatifs  à  cette 
condition  S.  A  cet  effet,  j'applique  le  théorème  ci-dessus,  en  pre- 
nant successivement  divers  systèmes  très  simples. 

Soit  S',  le  système  de  figures  F  dans  lequel  po  et  /J3  sont  des 
points  fixes.  Les  caractéristiques  de  ce  système  sont 

^=0,       p.2—:0,       Pi=0,       Pi  —  l. 

Désignons  par  (S,  2',  )   le  nombre  des  figures  du  système  2',  qui 
satisfont  à  la  condition  2.  On  a,  d'après  le  théorème  visé, 


D'ailleurs, 

il   est  visible  n  pi'io/i  qu( 

0-,  =  I. 

e   (S,  S',)   est  l'unité.  Donc 

Soient,  de  même,  S'.,.  2',  les  systèmes  dans  le  premier  desquels 
p3, />t  sont  fixes,  dans  le  second  desquels  p^,  p.,  sont  fixes.  On 
aura  encore 

(z, 2;)=::«2  =  i,    (S,!;)  =  «3  =  1. 

Prenons  enfin  le  système  S",  dans  lequel  />,  est  un  point  fixe  et 
P21  P2  l'estent  sur  deux  droites  fixes  Ao,  A;i  contenues  dans  un  plan 
qui  passe  en  /?,.  Dans  ce  système,  les  caractéristiques  sont 


par  suite, 


--I,       /?,  —  O,       /?.j=/;3=rl; 


Ici  encore,  (S,  S")  se  détermine  aisément.  Par  rapport  aux  deux 
droites  fixes  A2,  Aj,  et  dans  leur  plan,  le  point  /?,  a  une  polaire. 
Cette  droite  rencontre  le  plan  Q  en  un  point  qui.  d'après  la  con- 
dition S,  doit  appartenir  à  g.  La  droite  g  est  alors  celle  qui  joint 
Pi  à  ce  dernier  point.  Donc  (2,  S"'i  =  i;  donc  13= — i. 

Les    nombres   [S.  c/,,   »,,  a,    étant    trouvés,    le    théorème    donne 
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mainlcuanl 

(i)  (2,  r)  ^/..-f- /.,  +  /..,-. ^ 

pour  le  nombre  des  fii:;nres   F,  d'un  système  S'  qucleonqiie,  qui 
satisfont  en  même  temps  à  la  condition  S  ei-dessns  définie. 

J'envisage  actnellement  le  système  H'  dans  le(juel  /;,,  y;,,  z?;, 
restent  respectivement  sur  des  droites  fixes  B,,  Bo,  Ji;.  situées  dans 
un  même  plan  et  concourant  en  un  même  point,  la  droite  g  pas- 
sant, en  outre,  par  un  point  fixe  /•  situé  dans  le  plan  des  droites 
Bi,  \^2,  B:j.  Les  caractéristiques  de  ce  système  sont 

En  conséquence,  la  formule  (i)  donne 

(2,2')  =  .. 

Or,  dans  le  plan  des  droites  B,  la  droite  B,  a,  par  rapport  aux 
droites  Bo,  B.i,  une  polaire  qui  rencontre  le  plan  Q  en  un  point. 
Ce  dernier  coïncide  nécessairement  avec  </.  La  droite  ///■  est  donc 
la  seule  du  système  S'  qui  satisfasse  à  la  condition  S.  Ainsi,  le 
nombre  (S',  S),  dans  cet  exemple,  est  l' unité,  tandis  que  le  théo- 
rème ci-dessus  fournit  le  nombre  deux.  Par  conséquent,  le  tliéo- 
rcnie  est  en  défaut  quand  on  l'applique  au  sjstènie  Z'  et  à  la- 
condition  E  précédemment  définis. 

2.  Soit  A  la  figure  composée  de  Ji  droites  gi,  g-,)  •  •  •>  gn  situées 
dans  un  même  plan  e  et  passant  par  un  même  point/?.  Cette  figure 
est  déterminée  par  n -h  5  conditions.  L'ensemble  des  figures  A, 
satisfaisant  à /z -h  4  conditions  communes,  constitue  un  système. 
D'après  M.  Schubert,  le  nombre  des  figures  A  qui,  faisant  j)artie 
d'un  système  quelconque  S',  satisfont  en  même  temps  à  une  con- 
dition quelconque  S,  indépendante  de  ce  système,  est 

S^-  +  '/p  +  «|i,'i  -\-  (/.,_g.,  +  .  .  .  +  «„^'„, 

les  nombres  |3,  y,  aj ,  .  . .,  a,^  ne  dépendant  que  de  la  condition  E 
et  les  nombres  e,  p,  g^,  . . .,  g,i  ne  dépendant  que  du  sjstème  S'. 
Ces  derniers  sont  les  caractéristiques  de  S',  savoir  : 

e  est  le  nombre  des  ligures  A,  du  système  E',  pour  chacune 
desquelles  le  plan  e  passe  par  un  point  donné; 

VIII.  3 
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p  est  le  nombre  des  figures  A,  du  svslème  S',  pour  chacune 
desquelles  le  point/?  est  dans  un  plan  donné; 

g„,(^ni  =  i,  2,  . . .,  //)  est  le  nombre  des  figures  A,  du  système  S', 
pour  chacune  desquelles  la  droite  g„i  rencontre  une  droite  donnée. 

Je  prends  encore  ici  le  cas  n='5.  Pour  condition  2,  j'envisage 
la  suivante.  Soit  h  la  droite  qui  joint  le  point  p  au  point  de  ren- 
contre du  plan  e  avec  une  droite  donnée.  Cette  droite  h  doit  être 
la  conjuguée  harmonique  de  i^t  par  rapport  à  ^2  et  g^. 

Par  des  applications  analogues  à  celles  que  j'ai  exposées  tout  à 
l'heure,  on  trouve  aisément,  pour  cette  condition  2, 

7  =  —  I  ,       a,  ^  a,  =  «3  =:  I . 

Pour  système  E',  je  considère  le  suivant  :  les  droites  ^,,  g.jt  g:t 
passent  par  trois  points  donnés  en  ligne  droite,  et  le  point  p  est 
assujetti  à  rester  sur  une  droite  donnée  rencontrant  celle  qui  joint 
les  trois  points  fixes.  Les  caractéristiques  sont 

e  =  o,     p  =  ï,     ^•i=-2=-3=i. 

Le  théorème  donne  donc  (S,  S')  =  2,  tandis  que  le  nombre  véri- 
table est  (S,  S')  =  I.  Ainsi,  la  théorème  concernant  la  figure  A 
est  en  défaut  (juand  on  l' applique  au  sjstènie  S'  et  à  la  condi- 
tion 2  (jue  je  viens  de  définir. 

3.  Je  me  borne  à  ces  exemples,  que  j  ai  choisis  les  plus  simples 
possible,  mais  auxquels  je  pouiTais  sans  peine  enjoindre  beaucoup 
d'autres.  Les  deux  théorèmes  mentionnés  sont  exacts  dans  les  cas 
seulement  où  le  nombre  n  ne  dépasse  pas  2.  J'ai  déjà  eu  l'occasion 
de  le  montrer  dans  une  Communication  purement  verbale  faite  à 
la  Société  dans  la  séance  du  4  avril  1877,  ^^  T'^"  •^^*'  nicnlionnée 
au  procès-verbal  de  celte  séance  {^\o\r  Bulletin,  l.  V,  p.  75). 


—   .»■)    — 


Remannirs  sur  les  ('f/unlions  (llfjcrenùellcs  linéaires 
(la  second  ordi'e;  |)ar  iM.  Lagueiire. 

(Séance  du  5  déceiiihrc  1879.) 

1.    \\n  désignant  par  P,  i),  Il  des  fonctions   données  de  x  et 
par  z  et  a  des  fonctions  arbitraires  de  cette  variable,  posons 

P3"  -f-Qz'  +  R3  =Z 

et 

P«"+Q«'+Rm  =  U. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

s  =  e"'  '^     , 

on  déduit  des  équations  précédentes 

S(Z«-Ur.)  „  M_L.'^Q/      ' 

-^- p =  ^[UZ"—ZU     )   +   _(«-'—  3«') 

^S[uz"-  zu")  +  S'(  M.;'  —  zu'), 
d'où,  en  intégrant, 

i2.   En  particulier,  si  u  désigne  une  solution  de  l'équation 

(l)  p/'4_Q,.'+R^  =  0, 

on  a  l'identité  suivante  : 


Bl 


rSZudr 
J    — p—  =^["-  -^« 


Soit  ç»  une  solution  quelconque  de  l'équation  (i);  «  désignant  un 
paramètre  arbitraire  contenu  dans  les  fonctions  P,  Q,  R  (ce  para- 
mètre peut  du  reste  être  la  variable  indépendante  x  elle-même), 
si  l'on  pose 


3. 


3() 


(111  voit  que  z  satisfait  à  la  relation 
P;"  +  Q:;'  +  R:=: 


(7a  (Iv. 


Si,  dans  l'équation  (B),  on  remplace  :::  par  —  et  Z  par  sa  va- 
leur, il  vient 

r?>  fd?  „       dQ    ,       dV.   \      ,         ,Jdv  du  d'-v  \ 

^      '         J    P\drx  dry.  du     1  \dc.  d.v  d'j.d.r) 

3.  En  désignant  toujours  par  u  et  v  deux  solutions  quelconques 
de  l'équation  (i),  posons 

il  est  aisé  de  voir  que  :::  satisfait  à  l'équation 

P:;"-4-Q3'4-  Rc  =  2  P  «'i' —  Rwr; 
l'équation  (B)  donne  dans  ce  cas  la  relation  suivante  : 

S  (  9,  P  ;/  c'  —  R  wc  )  //  d.T. 


D 


/' 


=  S  «-(''. 


\.  Il  serait  l'acile  de  multiplier  le  nombre  de  ces  formules;  je 
me  contente  ici  de  transcrire  celles  dont  l'application  est  la  plus 
fréquente,  me  réservant  d'y  renvoyer  lorsque  j'en  aurai  à  faire 
usage  dans  les  Communications  que  j'aurai  occasion  de  présenter 
à  la  Société. 


(.7-  _(_    ]  \  '" 
\  \  par  M.  Laguerhe. 

(SéiUicc!  (lu  .')  ilor(!mbrc  1879.) 


I. 

1.   Soil,  en  désignant  par  w  une  constante  arbitraire, 

r  H-  I  \  "" 


je  me   propose  d'ahonl   de  (lévelop|)cr  z  en    (raclions  conlituies, 
et,  à  ccL  eflet,  je  [)oserai 


■y  JJi    ..L 

J  fl 

9fi  ^^  fil  désij^nanl  deux  polynômes  entiers  eu  .r  du  degré  a,  que 
j'écrirai  aussi  c^«(jr;) , /„(.r)  et  o„[x,  (o) ,  f„[j-,  m)  lorsque  je 
voudrai  mettre  en  évidence  la  variable  x  et  la  constante  w. 

Comme  z  tend  vers  l'unité  quand  x  croît  indéfiniment,  on  voit 
que  les  coefficients  de  x'^  sont  égaux  dans  les  deux  polynômes; 

z  se  changeant  d'ailleurs  en  -  quand  on  change  le  signe  de  x,  on 
en  conclut  la  relation 

on  a  aussi  évidemment 

-,„(.r,  w)  =/„(./-•,  —  w). 

2.  Je  rappellerai  d'abord  les  résultats  obtenus  dans  la  Note  que 
j'ai  présentée  récemment  à  la  Société  Sur  la  réduction  en  fractions 
continues  d' une  fonction  qui  satisfait  à.  une  é//uatio/i  linéaire  du 
premier  ordre  à  coef/icients  rationnels. 

Soit  proposé  de  réduire  en  fractions  continues  une  fonction  z 
satisfaisant  à  l'équation  différentielle 

^Nz'  z=  V3  +  U, 

où  U,  V  et  W  désignent  des  polvnômes  entiers  en  x,  et  soil  -7- 

la  réduite  de  rang  n. 

Représentons  par  0^^  un  polynôme  entier  du  degré  de 

et  par  A„  une  constante  dont  la  valeur  ne  dépend  que  du  nombre 

(')  Ici,  comme  dans  tout  ce  ([iii  suit,  je  désigne  généralement  par  I  — ^  I  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissunces  décroissantes  de  x  ut  coiniueni;anl  par  un  terme  de 
l'ordre  de  — • 
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en  lier /i  cl  esL  acluellciiieiil  iiidélcrniinée  ;  on  a 

fn  u  +  /„  ?„  V  —  (  'J„  f„ — y;;  y„  )  w  =  a  „  e„ , 

el  l'on  voit  quey^,  satisfait  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre 
de  la  forme 

où 

W  „  =  V  +  W  —  W  ®"      et     W,  =  ^ , 

K„  désignant  un  polynôme  entier  en  x. 

Une  seconde  solution  de  celte  éijuation  est  donnée  par  la  for- 
mule 

En  posant  de  plus,  pour  abréger, 

■A/7-+-1 


on  a  les  relations  suivantes  : 


=  P., 


(A)  \  ii,^+iV^i  +  V  __ 

/  .1  ii+\  ~       ~      .///"+' *^/i—i  .'/(—i  —  o. 

La  première  de  ces  relations  détermine  le  degré  et  la  forme  de  i2„; 
on  déterminera  complètement  ce  polynôme  en  exprimant  que, 
pour  une  valeur  convenable  de  P„,  l'expression 

satisfait  à  l'équation  dillérentiellc 

/  X  +  I  \  "  '        .       . 
3.    La  fonction  r  =^  1 1    satisfait  à  l'équation  didérenlielle 

[x^  —  I  )  c'  H-  ?.  w  s  =  G  ; 


-  3\)  — 
dans  le  cas  acLiicI,  nous  avons  donc 

W  =  x2— I,     V^— 2w     et     U  =  o, 

d'où  il  rcsultc  d'abord  que  0„  csl  une  constante  que  nous  ferons 
égale  à  —  i . 

L'équation  difTérentielle  qui  a  pour  solutions  y);  et  ^^  1 - 

est 

(i)  (x*^—  i)j"H-  i{.T  —  M)y  —  n[n-\-  i)j=:o. 

incrons  1 
satisfasse  à  l'équation 


Nous  déterminerons  P^  et  il,i  par  la  condition  que  ii  =  e"^  ^^~^ 


.V' I     U     -i-  9.[.T 


—  oj  )  «'  —     /i[n  -h  I  )  H —■ —     M  =  G. 


il.,1  étant  du  premier  degré  en  x,  u  est  de  la  forme  [x — i)'(.r-l-i)^; 
en  substituant  cette  expression  dans  l'équation  précédente,  on 
trouve  les  équations  de  condition  qui  suivent  : 

(  «  -+-  5  )  (  a  +  ,6  -H  I  )  =  /?  (  //  -4-  I  ),       «  —  S  =  « 

et 

P„=  n[n  +  !)  —  («  +  5)  —  w2. 

On  peut  y  satisfaire  de  deux  façons  différentes. 
En  premier  lieu,  on  peut  poser 

a  4-  5  =  II,      d'où      P„  =  /^^  —  w^ 
et 


n  H-  '.)  n  —  0) 

2  '    ~  1 


On  en  déduit 


./•''  —  \      ri  -\-  r.)         n  —  M  \ 

ii„  := 1 =  n  X  +  w  ; 

■i.        \.r  —  1  .r  -f-  I  / 

mais  il  est  facile  de  voir  que  cette  solution  ne  convient  pas  à  la 
question.  En  effet,  en  posant  yi)=i  et  faisant  «  =  o,  on  aurait, 
en  vertu  de  la  première  des  formules  (A), 

fï  =  —  w, 

ce  qui  est  impossiljlc,  puisque  /,  est  nécessairement  tlu  premier 
deirré  en  x. 
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Posons  Jonc 

«  -I-  jS  i:^  —   ^  //   _)_  I  j  j  ,1',,,',        p^^  z^  (  //  -f    I  )-  —  or 
Cl 

ot  —  n  —  I  r,)  -I-  //  -I-  I 

2  '    ~"  1  ' 

On  en  déduit 

<l,,  =  w  —  [n-h  i).r, 

cL  les  formules  (A)  deviennent 

(  3  )  /■„+i  -(?,//  +  !)  .r/„  +  (  //^  -  r,;^  )  /,^_,  =  O. 

En  changeant  oj  en  — w,  on  obtient  encore  les  formules  suivantes  : 

(  2  )'  i^^-l)  ?'a  =—[«  +  {  /^  +  I  )  ./;]  f„  -+-  «;,,+, , 

(  "^y  ?n+l  —  (  2«  -M  )  .rc(.„  -f-  (  n-  —  m'  )  y„_j  =.  o. 

On  a  d'ailleurs 

(  4  )  (  ■'■-  —  •  )  (  Ûf'i  —  fn  ?n  )   -^  2  r„y„  /;  =  A„. 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  trouve  ces  valeurs  des  premiers 
polynômes  : 

/o  =  '  1      Ji  =  -^  —  '>^     fa  =  3.r2  —  3  w,f  H-  w-  —  1 , 
/j  =  I  5 or-^  —  1 5  wx-  H-  (  6  w-  —  f) )  ./•  —  w  (  w-  —  4  )  • 

Du  reste,  l'équation  (i)  s'intégrant  au  moyen  des  séries  liypergéo- 
métriques,  on  obtient  aisément  l'expression  suivante  : 

[  f,i={-  i)"(«  +  ')(«  +  2). .  .(^^  +  //) 

[^)    \  L  I     w-l-I\      2       /  1.2  (oW-l)(w-h2)    \ 

f  ,         N ..        (  //  H-  1 1  f  «  H-  2  ' 


M  -h  I     w  +  2 


(w-f-«)    \      2        j     J 


Des  formules  (4)  et  (5)  on  déduit,  en  y  faisant  x  =  i  et  en  re- 
marquant (pie  cp„(w)  =_///( — w), 

(  ^  )  A„  1=  '2  w  (  I  —  w-  )  (  I  —  4  w-  )  .  .  .  (  I  —  //-  w-  ), 

ce  qui  concorde  bien  avec  la  valeur  trouvée  pour  [\,. 
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•i.    Si  l'on  désigne,  en  yéncral,  par'  S^,  la  somme  tles  //'■""■-  puis- 
sances (les  racines  de  l'cMpialion  /„  =  o,  on  a 

S,  =  S,  =  S,  =  ...  =  S,„_i  =  .>      ('); 

celle  propriélé  est  caracLéiislicjuc  du  polynôme  fn- 

Je  ferai  encore  les  remarques  suivantes.  Posons,  en  ordonnani 
f„  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  o), 

/;,  =  1>,  +  .,  P,  +  r»^  P,  +  .  .  .  +  ,,n  p,^. 

De  l'équation 

\x—i)  ~  po  +  w Pi ^ w- P.,  + . . .  ^ \ x^"+' y 

on   déduit,    en  développant  les  deux  meml)res   suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  o)  et  égalant  les  coefficients  de  la  [)remière 

puissance, 

?Pi  I 

~  "p7  "*"  ;^^^"'' 
p 

d'où  il  résulte  que  „-  est  la  lù^"""  réduite  de  la  fonction 


P, 


^lo. 


En  désignant,  en  effet,  suivant  l'usage  ordinaire,  par  X/^  le  poly- 
nôme de  Legendre  et  par  !!(«)  le  produit  i.  2.  .  .«,  on  a 

Po  =  Il(/^)X„. 

Désignons,  dans^,,,  par  II(a:,  oj)  l'ensemble  des  termes  homo- 
gènes et  du  degré  n  par  rap|)ort  aux  deux  quantités  x  et  w;  on 
verra  aussi  facilement  que    ll(i,w)   est    le   dénominateur   de    la 

II. 

5.   La  réduction  en  fractions  continues  de  la  fonction  ( 

.»•  -I-  I 

[')   loir,  à  ce  sujet,  ma  ^'olc  Sur  un  prubliinc  d' Algèbre  (^UuUetin,  t.  V,  p.  3o). 


est  liée  intiinemenl  avec  le  développemenl  de  la  loiiclion  [x-hz]" 
suivant  les  puissances  croissantes  de  (c- — i). 
Soit,  en  efl'et, 

(,)  ,.,+  ,).  =  ^(V„H-.U„)I^f^. 

Pour  obtenir  ce  développement  d'après  la  méthode   donnée  par 
Jacobi  ('),  nous  poserons 

et 

I  A,  A, 

:rr 1 '- 1 •" 

(-2 iV'"*"'         :;-"■*"-  3-"^"' 

Si,  dans  le  produit  de  ces  deux  séries,  nous  prenons  l'ensemble 

1                   B,        B,       .  ,  .        .   ,  1   1        '        I 

des  termes 1 f  qui  sont  du  premier  et  du  second  degré  en  -> 

z  z~  -■ 

nous  voyons  aisément  que  B,  est  de  l'ordre  de  a:"~-"~'  et  B^  de 
l'ordre  de  z'-''-'^  Or  V^-t-cU,,  est  la  partie  entière  de 

on  a  donc 

U„=B„ 

et,  jKir  suite,  U„  est  de  Tordre  de  x"~-"~'. 

6.  Ce  point  essentiel  étant  établi,  en  dérivant  successlvcmenl 
par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  z  l'identité  ((^),  j'obtiens  les  re- 
lations 


(^')   EntwickdauL^  luuli  den  Potcnzcu  fines  i^anzcn  l'uh  iioiit^  [.loiinuil  tic  lion  lididt , 
l .  53,  p.  Iu3). 


\n-\ 


2"  11  ,  «  —  I 


n  —  \ 
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d'où  les  idenlilés 

v;  =  (  2 «  +  1  )  u„  -I-  u„+,   et  u;  =^:  v„^, . 

On  a  de  nicmc 


d'où 
et 


"2"+-n(/z-M) 


.U„r=V:,  +  .rU'„ 


On  en  déduit  aisément  les  relations  suivantes  : 

V    —  U' 

[x"—  l)U^, -f-  2.r(/<  +  I  —  w)U'„—  M[in  -4-  I  —  wjU„=  O, 

U„+i+ (2rt  4-1  — M)U„-+-,rU'„=ro, 

[.r-—  i]U„+i+  [[in  +  l).r2  +  2«  —  4«  —  ']U„ 

—  [in  —  m]  [in  —  w  —  I ) U,j_  1  =  o, 

U„+,  +  (2«  H-  i)U„—  U;_,  =  o. 
7.   Un  calcul  direct  donne 

Uo=(.r+l)'"—  [x  —  l]"', 
Ui=(jr  +  l)'"-'  («  —  1  —  x)  —  (.r  —  l)'"-'(l  —  w— ^), 

et  la  dernière  des  formules  précédentes  permet  de  calculer  faci- 
lement de  proche  en  proche  les  diverses  valeurs  de  U«. 
On  voit  que  Un  est  de  la  forme 

F„(.r4-i)"-"-<I.„(,r-i)"-'S 

où  F„  et  ^,1  désignent  des  polynômes  entiers  en  x  du  degré  n, 
et,  d'a[)rès  la  remarque  que  j'ai  faite  ci-dessus,  on  a 


—    *i   — 
d'où 


^''{~)"~"-*-'  =  {J^>} 


ce  qui  montre  que  —  est  la  /z''*'"^  réduite  de  (       '  —  )       •  Par  suite, 

F„  et  4>,j  ne  diffèrent  que  par  un  nombre  constant  deyrt(û)  —  li)  et 
de  (f«(co  —  ii)\  si  d'ailleurs  on  désigne,  pour  un  instant,  par  ]M„  le 
coefficient  de  x"  dans  F„,  on  déduit  des  formules  précédentes 

M„+i  =  —  (2«-f-i)iM„ 

et 

iM,,=  (— i)«.i.3.5  — (2/2  — i), 

d'où  l'on  voit  que 

F„=  (-  i)V„(«  -n),      *„=  (-  O''?^^^  -  «) 
et 

u„=  (-  i)n(.r  +  ,)-«/,('-  -  ")  -  {-^  -  i)"-"?„('^^  - '01- 

Transformons  les  relations  (B)  en  posant 

u„=  (- 1)"  (x  +  i)'-v«(^^  -  '0' 

puis  changeons  ensuite  oj  en  oj  -t-  //. 

On  trouvera  tout  d'abord,  comme  nous  y  sommes  arrivé  par 
une  voie  différente,  que/),  satisfait  à  l'écjuation  du  second  ordre  (i), 
puis  les  relations  suivantes  : 

/;,+i(«  —  !)  =  [(«  +  i;.;;  +  «  +  I  —  w]y„(w]  -4-  ./■(•/•  H-  l)/,;(w), 

(.f  —  l)/„  +  i('->  —  l)  H-  [(2«  +  I  )./■-  -f-  ?.o)  —  111  —  \\fn\'A 

+  (2«  —  oj);2«  —  &j  —  i;(.r  H-  l]/„_,(w  -f  i), 

d'où,  en  éliminant /^^(w)  au  moyen  de  la  formule  (2), 

(8)  [x—  I  )/„+,(«  —  l)  =  («  —  «  —  l)/„(w)  -h  Jr/„+,(w). 

8.    De  la  formule  (7)  on  déduit 


dOù,  (Ml  iiUégranl  entre  les  liiniles  i  cl  z, 

(.r  ^  3)-^i  +(./■-  3)'-+'  =  {.r  +  I  )'•'+' 

^  '  ^  '  j^?."-^'  \\(n  -i-  I 

Posons  z  =  I  -\-  ^f  ;  il  viendra 

—  (.r  4-1  )'■'+' H-  (.r  —  i)-+i 


-f-  (  ^)  H-  I 


'S  ^]i7^^  f(-^'  -^  ' ^'"""•^"(^"  - "^  -  ("  -  ' ^"""  ''"^"'  -  ")J'""' • 


Cette  équation   se  décompose  évidemment  en  deux  autres,  dont 
Tune  est 

{  +  (»  +  02  7;^,î7T7i  (■'  +  'l"-"/'.('"  -  «)'"'■ 

Gliano-cons,  dans  cette  formule,  t  en  -  et  x  en  -^:  il  viendra 


,  4-  ^.r  4-  I  y^  =  (  I  4-  v'-^)'"*' 

(-0"  (l4-V^I-r%    /    I 


-^^'^-^^.^^f^^ 


d'où,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 
et,  en  cliangeanl  w  en  o)  4-  «, 


"_±_! 


en  particulier,  pour  les  polynômes  de  Legendre,  on  a  la  formule 
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HT. 


9.   En   déslgnanl,  pour  un   instant,   par  Y„  la  série  hypergéo- 
mé  tri  que 

ri  n  A-l  f.r  +  i  \        «  (  «  —  l  )  (/?  -f-  i  ](/?-+-  2  ) 


1  — 


^m 


I    w  H-  I   \       2      y  1  .  2  (  0)  -t-  I  j  [  w  +  2 

on  a 

en  se  servant  de  l'expression  remarquable  donnée  par  Jacobi  pour 
les  polynômes  qui  proviennent  de  la  série  liypergéométrique  (  '  ), 
on  en  déduit 

(■■)         ^"=^'.(^)"  ;£(■'•  +  '>""(■'■ -■)"-■ 

10.   La  fonction 

n  in 


satisfaisant  à  l'équation  différentielle 

[.^-—  l)j"-f-  l[x  —  '.^)y'—n[n  +  i)j=:o, 
on  en  déduit  aisément  que  la  fonction 

(■'•  +  1  )'"/«  —  (./•  — i)"-^, 
satisfait  à  l'équation 

(./■^ —  \]u" —  2('.)  —  i),r«'  +  [w(f,)  —  i)  —  n[ii  +  i)]//  =  G. 
En  la  dilférontiant  ])  ibis  de  suite,  on  obtient  la  relation  suivante  : 

(./•-—   l)7/(/'+2)—  2(0— /?  —  I  ]./•//(/'-♦-') 

4-  [(  w  —  /;  —  I  )  (  w  —  />  )  —  «  (  «  -I-  I  ]]  K  r=  o. 

Gomme  elle  ne  diffère  de  l'équation  précédente  que  par  le  chan- 
gement de  0)  en  (o) — /^).  on  en  conclut  que  la  ^/'"""  dérivée  de 


(')  Jacori,  VntersHchniii!;cn  iiher  die  Diffcrcntialgleichnnp;  der  lirperffeometrischeH 
Hellie  {Journal  df  Ihucluiiilt ,  I.   yi,   |>.   i'|i|). 


-  il 


(j'M-i)"/"  "^  tlill'ci'c  (|ue  par  lui  raclcur  consLaiil  de  la  loiiclion 
[x  -h  i)"'~''  f'iii^'y — p)-  Ce  faClciir  se  détermine  facilement,  et  Ton 
obtient  ridenlité  suivante  : 


n) 


^       '    U.rV  ^  '    -"'^  '  ll{&i  -\-/i  —  p]  ' 

En  particulier,  si  Ton  fait  (i)  =  j),  il  vient 

(i3] 


x+  I )"-/'/« (-^i  '"—p] 


Êt'  (•'■  ^  ')"-^"('''  ^')  =  "  '"  "^  '')^"' 


Si,  dans  celte  fornuilc,  on  fait  p^n^  comme 

on  retrouve  la  formule  connue,  due  à  O.  Rodrigues, 

X„  = 


1"  \.V[ii]  dx"- 


11.  La  formule  [\'^)  montre  que,  p  étant  un  nombre  entier 
positif,  [x  -\-  \)ffn{j('^  p)  peut  s'obtenir  en  intégrant  plusieurs 
fois  de  suite  le  polynôme  X,;. 

Considérons,  d'une  façon  plus  générale,  l'expression 


=   r    (,r -::)<■-' X„(.)./3, 


où  oi)  désigne  un  nombre  quelconque  positif. 
En  Intégrant  par  parties,  on  a 


^  [-■•(-> -^^-f^(.'- 


x'K- 


w  +  I  I     cj  +  2 


••]' 


et,  en  partant  de  l'expression 

-"  =  (-■"[- 7  ^(-^) 

n[ii  —  \]   { «  +  I )  ( «  +  2  I  /  r  4-  1  \  ' 
1.2  1.2  \      :>.      / 


on  Iroiivc  aiscnicnl 


X"  —  I     =  -^— i    /ï  +  I       «+  2     ^ r 


on  en  déduit 

(— I]"(.r  +  I)'■' 


^  /?  7?  -I-  I    /.r  H-  l\ 

L  I    w  ^-  I    \      "2      / 


«(«  I)    («-4-l[/2  +  Q!      /.r  -j-  I 


I  .  -2  r,j  +  I      o)  +  -2 


OÙ  la  quantité  entre  crochets  est,  à  un  facteur  numérique  près,  le 
polvnômey«,  d'où  l'identité  suivante  : 

(l4)  fn{-r,o.)=l^''^"h.r^^)-    r[.r-=r-'M^)^f^- 

mw  — ij  j_^ 

Cette  formule  suppose  essentiellement  que  œ  est  positif;  comme 
l'on  a 

on  a  également,  w  étant  toujours  supposé  positif, 

(i4)'   M-, --)  =  '^3t| (•" - ^^'"X'(" - '''"' ^«(^)^^-^- 

On  en  déduit,  en  remarquant  ([ne  f,/[x,  —  w)  =  (f,i{x,  w), 

II(o)H-«]  J_, 

Si  donc  on  pose 

on  a,  en  vertu  d'une  ibrmule  connue, 

d'où 

2  »•.)  (  w  H-  I  j .  .  .  (  w  H-  /<  )  . 

(')  Siu'  ce  développement,  voir  le  Mémoire  de  M.  Bauer  f^on  den  Coefficlenten  der 

lieilicii  von  Kiif;clfiiii(lifiiicii  riiici    î'iuiaheln  {.loitriinl  ilc  Ihirchardt,  t.  .'iG.  p.   mi). 
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12.   Si,  dans  la  (brniulc  (i'^-),  on  fait  o)  =  o,  el  si  Ton  remarque 
que 

/„(.r,  o)  =  Il(«)X„, 
il  vient 

y;,(.r,  -;;)  =  n(„_;,)(x  +  l)A'-^X„; 

dans  cette  identité,  p  désigne  zéro  ou  un  nombre  entier  positif 
inférieur  à  [n-i-i).   Nous  pouvons  en  déduire   aisément  une  cx- 

pression    nouvelle  de  la  fonction  -7 .   "    , -;  posons,  en 

'  0)  (  0)  H-  I  )  .  .   .  (  M  +  //  )  '     i  ' 

cflet 


&j  [  w  H-  I  ) .  .  .  (  w  +  «  J  &>  &j  H-  I  M  -\-  i  M  -\-  n 

D'une  formule  élémentaire  bien  connue  il  résulte  que  l'on  a 

A/=  (-  i]' ^ r  fn[-r,  —  /), 

ou.  en  vertu  de  l'identité  précédente, 


et  de  là 

/„(.r,  w] 

\   0)  [  Ci  +  I  ) .  .  .  (  w  H-  «  j 

j         _X„         (.r  +  i) 

X, 

X':,       (.r  +  i]3   x" 


\  w  1         oi  H-  I  1.2        w  H-  2  1 . 2 .  '3     w  4-  3 

Si,  dans  cette  formule,  on  change  x  en  — x  et  w  en  — 'ù,  et  si 
l'on  remarque  que  /"( — x, — '^)  =  { — ^)"f{^i^^)f  on  obtiendra 
encore  la  formule  suivante  : 

1  fni-^^'-i) 


]    r,)(w  —  i).  .  .(«—«) 

i5 


1  L    W  I  W  —  1  1.2  W  —  2  1  .  2  .  o      w O 


-I- 


13.   On   sait  que  les  racines  de  l'équation  X„=o  sont  toutes 
réelles  et  comprises  entre  — i  et  -f-  1  ;  désignons  respectivement, 
VIII.  4 
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pour  un  instant,  par  a  cl  [j  la  plus  priilc  cl  la  plus  grande  de  ces 
racines.  Si  x  désigne  une  quanlilé  quelconque  comprise  entre  — i 
cl  a,  on  voil  que  [x -h  i)  csL  positif,  cl  il  suit  du  théorème  de 
Fourier  que  la  suite  des  quantités 

x„,  x„,  x„,  .  .  . 

ne  présente  aucune  permanence  de  signe;  l'équation  (iSî)  montre 
que  dans  ce  cas  l'équation  J'{x,  o))=:o  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

ABC  T. 

1 1 \ i =  o. 

f.)  w  -4-  I  w  +  2  r.)  -|-  n 

A,  B,  C,  .  .  . ,  L  désignant  des  coefficients  ayant  tons  le  même 
signe. 

Par  un  raisonnement  bien  connu,  on  en  conclut  que  toutes 
les  racines  de  l'équation  y(x,  w)  =  o  (où  w  est  regardé  comme 
inconnue)  sont  réelles  et  séparées  parles  nombres 

o,    -t-i,    H- 2 +  (" — i)etH-//. 

On  déduirait  de  même  de  la  formule  (i5)'  que,  si  la  valeur  de  x 
est  comprise  entre  |3  et  H-  i,  l'équation  f,i[x,  w)  =  o  a  Ji  racines 
réelles  séparées  par  les  nombres 

o,  —I,  — ■?.,    ...,   — [n  —  i)et— «. 


IV. 

14.   La  fonction /„  satisfaisant  à  l'équation 

(l)  (.r2_i)j"-f-2(.r-«)j-'-//(//-M)j  =  o, 

on  voit  que  -^  satisfait  à  l'équation 

fff 

(  j:2  _  ,  j ,/'  ^_  2  (.r  —  0,  )  h'  -  «  (  //  +  I  )  //  =  2  -^  . 

En  désignant  par  j)   une  solution  quelconque  de  l'équation  (i),  on 


déduit  de  là 


^yu"-uy']  -f-  2(.r-.>)(j«'-  ny)  =  '/^r, 


et,  en  mulllplianl  les  deux  membres  par  I  • -)  « 

-—    .H— I   1  jm'— «y  =  2     -^-^r-, 

^/.r  \^  —  I  /    ^  '  '-^  ^    >  \x~  i)     d.r.  -^  ' 

puis,  en  intégrant  et  en  remplaçant  u  par  — ■■> 


r—  ij     ^  'Y  dxdo>  dr.>    d.r 

Dans  eette  relation,  faisons  d'abord 

J  - —  jii  j 
il  viendra 

J    \.r —  1/  d.i-  \-'' —  V  \      d.Tdr.)         doi    dx 

Faisons,  en  second  lieu, 

nous  aurons 

Remplaçons,  dans  le  second  membre  de  cette  égalité,    ,  '  "    par 

sa  valeur  tirée  de  l'équation  (2)  et  —j^  par  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (2)';  il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

d'où  encore,  en  changeant  w  en  — co, 

(.6)'  .//-/^^^./..^-^^/^-//i^  +lJ-^' 

(tX  CIM  (Ir.i 
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On  déduit  de  là  ridenlilc  suivante,  où  R  désigne   une  quantité 
indépendante  de  x  : 

?«  — > ?n+l  —, ^.ln  +  \  —, Jii  , ■   —  l^- 

((M  (IM  C/m  <l'>> 


Sur  l'application  d'un  principe  de  la  théorie  des  fonctions 
à  des  recherches  purement  géométriques  ;  par  M.  Elling 

HoLST. 

(Séance  du  19  décembre  iS^g.) 

1.  Plusieurs  géomètres,  particulièrement  Poncelet,  mais  aussi 
Pliicker,  Chasles  et  les  autres  fondateurs  de  la  Géométrie  numé- 
rative,  ont  fait  avancer  la  Géométrie  en  empruntant  à  l'Analyse 
de  nouveaux  axiomes,  pour  ainsi  dire.  II  peut  être  discutable  si 
la  science  ainsi  constituée  peut  encore  être  nommée  Géométrie 
pure;  mais  personne  ne  peut  nier  que  l'introduction  de  ces  pro- 
cédés ne  forme  un  vrai  progrès.  Tandis  que  les  principes  men- 
tionnés, empruntés  à  l'Analyse,  se  rattachent  à  la  loi  de  la  conti- 
nuité, il  est  possible  de  faire  également  un  usage  semblable  d'un 
autre  principe  de  l'Algèbre,  dont  nous  allons  donner  un  aperçu 
en  l'appliquant  ensuite  à  divers  exemples. 

2.  Le  principe  bien  connu  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 

i*'  Quand  une  fonction  algébrique  F  s'annule  en  même  temps 
qu'une  autre  fonction  algébrique  /< ,  on  a,  pour  une  valeur 
déterminée  «) , 

(j>,  étant  une  troisième  fojiction  algébrique. 

2"  Quand  la  fonction  F  devient  infinie,  chaque  fois  qu'une  autre 
fonction  f-i  s' annule,  on  a,  pour  une  valeur  déterminée  «o» 

92  étant  une  fonction  algébrique. 

Ces  deux  tbéorèmos  sont  énoncés  pnr  l\î.  Linuville. 
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3.  l*our  rendre  ce  principe  plus  fécond  pour  des  recherches 
géométriques,  il  convient  de  le  présenter  d'une  manière  plus  «com- 
plète en  parlant  de  la  proposition  suivante  ('  )  : 

Pour  'vérifier  (fue  le  produit  de  certaines  fonctions  algé- 
briijues 

(i)  p=/r'./>  ■••./>' 

reste  toujours  constant,  il  suffit  de  démontrer  qu'il  ne  peut  jamais 
deueni/-  nul  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu' il  ne  peut  jamais  de- 
venir i/iji/iiy 

Comme,  par  hypothèse,  le  produit  P  ne  peut  pas  être  nul,  il 
faut  que,  toutes  les  fois  qu'un  de  ses  facteurs  s'annule,  un  au  moins 
des  autres  facteurs  devienne  infini.  Maintenant,  si  l'on  fait  appro- 
cher de  zéro  une  quelconque  des  fonctions y^-,  par  exemple  si  l'on 
suppose 

ce  qui,  en  général,  peut  arriver  de  plusieurs  manières  différentes, 
quelques-unes  des  fonctions  restent,  en  général,  finies,  tandis  que 
les  autres  deviennent  infiniment  petites  ou  infiniment  grandes  de 
différents  ordres,  c'est-à-dire 

mais,  comme  P  reste  fini,  on  doit  avoir 

(  2)  2 /??/«(■=  o. 

En  supposant  successivement  que  les  diverses  fonctions  J}  s'an- 
nulent, on  arrive  par  ce  même  procédé  à  un  certain  nombre  de 
relations  linéaires  entre  les  nombres  a,-. 


(')  En  fondant  mes  applications  sur  cette  proposition,  qui,  selon  mon  exposition 
primitive,  formait  un  cas  spécial,  j'adopte  une  idée  qui  m'a  été  su[;[;érée  par  M.  Sté- 
phanos. 

(-)  Désignons  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  par  s,  une  quantité  finie  quel- 
conque par  e".  En  conséquence,  un  infiniment  petit  quelconque  du  «i™»  ordre  peut 
être  désigné  par  s",  et  un  infiniment  grand  du  même  ordre  par  s~". 
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Inversement,  si  les  nombres  a,  satisfont  à  ces  relations,  on  sera 
sur  que  le  produit  P  est  égal  à  une  quantité  eonstante. 

A.  Lorsqu'on  cherche  la  valeur  cFune  certaine  fonction  géomé- 
trique, il  suffit  de  déterminer  une  série  d'autres  fonctions  qui 
forment  avec  la  fonction  cherchée  un  système  tel  que  le  produit 
de  ces  fonctions  élevées  à  des  puissances  convenables  soit  con- 
stant. 

Cette  remarque  suffit  pour  faire  comprendre  commentées  autres 
fonctions  doivent  être  choisies.  Ce  choix  même  peut  être  fait  de 
plusieurs  manières.  Quelques  exemples  que  nous  allons  exposer 
serviront  à  faire  comprendre  comment,  par  des  considérations  pu- 
rement géométriques,  on  arrive  à  déterminer  par  ce  procédé  la 
fonction  cherchée. 

5.  Exemple  1.  —  Un  exemple  nous  sera  fourni  par  la  recherche 
de  la  relation  qui  existe  entre  l'aire  d'un  triangle  donné  ~  et  Taire 
du  triangle  T  qui  en  est  la  polaire  réciproque  par  rapport  à  une 
conique  donnée.  Pour  cela,  nous  cherchons  d'abord  quand  l'aire  T 
s'annule.  Gela  ii'arrive  que  lorsque  ses  sommets  sont  sur  une  même 
droite,  c'est-à-dire  lorsque  les  côtés  de  t  passent  par  un  même 
point.  Si  l'on  a  donc  T  =  o,  on  aura  r  =  o,  et  réciproquement. 
Maintenant,  quand  T  devient-il  infini?  Seulement  lorsque  au  moins 
un  de  ses  sommets  est  sur  la  droite  à  l'infini,  c'est-à-dire  lorsqu'un 
des  cotés  de  t  passe  par  le  centre  O  de  la  conique,  en  excluant  le 
cas  d'une  parabole.  On  peut  donc  admettre  pour  fonctionsy^  les 
aires  des  trois  triangles  T),  To,  T3  formés  par  le  centre  O  et  deux 
des  sommets  de  t.  On  s'assure  facilement  que  les  fonctions  trouvées 
forment  un  système  complet  du  genre  (i),  c'est-à-dire  qu'on  peut 
trouver  des  valeurs  convenables  des  a/  pour  lesquelles  on  a 

.  Tt'''t'^-7'','7'î','=  /■,  une  const., 

ou,  en  remarquant  que  «^  =  a;j  =:  a-,, 

T  peut  s"aiinuh;r  de  trois  manières  difiérenles,  suivant  (juc  deux 
des  angles  du  triangle,  ou  un  seul,  ou  aucun,  sont  nuls.  Jl  en  est 
de  nicjne  des  aires  t,  T(,  To,  Tj.  Les  é(juations  (2)  forment  ainsi 


le  sNSlèiiu' 


I  -+-  ■.',  7-1  -I-  3y..,  =  o, 
I  +     «,  -\-     c/..,  =  o, 

2+      «1  =  O, 

—  1  H-      (Zo  =  O, 

—  2  -h     ai4-4'<2  =  o, 

—  2  +  ?,  «1  4-  ()«,  r=  O, 


([iii  est  salisfait  pour 


Pour  déterminer  la  constante  A,  il  sufilt  de  choisir  un  triangle  r 
formé  par  deux  tangentes  parallèles  aux  deux  axes  2«  et  2^  d'une 
ellipse  et  la  corde  de  contact.  Dans  ce  cas,  on  trouve 


_     _       _       _      _a/> 
2 

et,  en  conséquence, 

_  a'-  //' 

La  relation  cherchée  est  donc 

Cette  lormule  donne  naissance  à  une  série  d'autres  considéra- 
tions. On  en  conclut  que  toutes  les  coniques  qui  transforment  un 
triangle  donné  t  en  un  autre  T,  ayant  une  aire  donnée,  ont  une 
aire  (')  constante  si  l'on  fixe  leur  centre  (-).  Ainsi,  lorsqu'une 
conique  tourne  autour  de  son  centre,  les  aires  transformées  restent 
constantes.  Pour  avoir  donc  une  transformation  homographique 
qui  laisse  les  aires  invariables,  on  peut  employer  successivement 
deux  transformations  polaires  par  rapport  à  deux  coniques  concen- 
triques et  ayant  les  mêmes  aires. 

En  supposant  que  t  soit  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la 
cuui(juo,  T  et  T  se  confondent,  et  l'on  a,  en  vertu  de  l'équation 


(')  L'aire  d'itno  hyperbole  étant  définie  :^aÙTti. 

(-)  Plus  [;éiiéralement,  si  le  centre  décrit  une  courbe  du  troisième  ordre,  ayant  les 
côtés  du  triangle  t  pour  asymptotes  d'inllcxion. 
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I  »     _     4 

-2-3  -3-1    ~    a'b' 


formule  assez  curieuse  pour  l'aire  d'une  conique  en  fonclion  des 
coordonnées  homogènes  de  Lagrange-Mobius  rapportées  à  un 
triangle  conjugué. 

6.  Exemple  II.  —  Soient  données  deux  courbes  planes  <p  et  t^. 
Appelons  : 

Pji,.!,  le  produit  des  normales  communes  aux  deux  courbes,  chaque 
normale  étant  comptée  entre  les  deux  pieds  sur  les  courbes  ; 

P^çi  le  produit  des  tangentes  communes  aux  deux  courbes,  chaque 
tangente  étant  comptée  entre  les  deux  points  de  contact; 

f*.\oasJ.  Is  produit  des  normales  communes  à  la  courbe  (p  et  aux 
asymptotes  de  la  courbe  ^\ 

P\iaso  le  produit  analogue,  en  changeant  les  deux  courbes. 

Cela  posé,  on  verra  que  ces  quatre  fonctions  forment  un  système 
complet  (i).  En  effet,  Pj;„,i  s'annule  seulement  en  même  temps 
que  Pj^.  et  ne  devient  pas  infini  sans  que  Pjjçasi  ou  PjsoasJ-  devienne 
infini,  etc.  : 

P^  ,  p"'    p"2      p's       —  k 

Vszj     =  2         donne     P-p ji=  e i  -}-  «,  r^  o      ( '  ), 

P.\oas':^=  '    1 


f  —  a, -h  (/., 

ou  >  donnent  Ptc^^c-' 

\  "  (    —  a,  -4-  «:,  r=:  o. 


En  supposant  que  successivement  a^  et  ^  tendent  à  toucher  la 
droite  à  l'infini,  on  trouve 

Pxiasç=\^      V  Cl     Vy^.^z=  Z-"l —   I-«3=0, 

PNoas.;  =  l '     V  et    Pn,,  =  --", _  ,  _  «^  3^  O. 

(')  Celle  cqiialion  a  lieu   dans  deux  cas.    I'nç,:,  s'annule  en   elTet  :    i°  si  les  deux 

courbes  se  touchcnl;  alors  deux  langctiles  s'annulenl  aussi,  chacune  élanl  éf[ale  à  s' 
si  la  normale  est  c(;alc  à  c;  :!"  si  les  deux  courbes  ont  un  foyer  commun;  alors  les 
normales  communes  qui  disparaissent  se  confondent  avec  des  tangentes  comuiunes. 


—  y?  — 

Les  n^,  «.i  signifient  les  classes  des  deux  courbes. 

En  supposant  encore  que  successivement  cp  et  !|>  tendent  à  passer 
par  l'un  des  points  cycliques,  on  retrouve  les  deux  dernières  re- 
lations. 

Ces  équations  sont  satisfaites  par  les  valeurs 


La  constante  te,  ne  pouvant  pas  contenir  les  variables,  qui,  dans 
ce  cas,  sont  les  coefficients  des  équations  des  deux  courbes,  sera 
un  nombre.  En  supposant  que  l'une  des  courbes  ait  dégénéré  en 
droites,  on  trouve  la  valeur  A"  =  i .  Donc  la  formule  est 

PiNï'i  =  P-ryi  Pns  asi  PiN'i  as  (=• 

Cette  formule  contient,  comme  un  cas  très  spécial,  un  théorème 
de  M.  Laguerre  [Comptes  rendus,  t.  LX,  p.  ^o)  sur  le  produit  des 
normales  menées  d'un  point  donné  à  une  courbe  donnée.  J'ai  dé- 
montré ce  théorème  en  employant  la  méthode  développée  ici 
[Clehsch  Aiinalen,  t.  XI,  p.  34 1)- 


7.  Exemple  III.  —  Trouver  une 
e.rprcssluii  pour  le  pioduit  des  sinus 
des  angles  que  forment  l'une  avec 
l'autre  les  tangentes  menées  d'un 
point  P  à  une  courbe  donnée  F  (  de 
l'ordre  m,  de  la  classe  //,  et  ayant 
d'  tangentes  doubles  et  i  tangentes 
d'in/Iexion). 

Soient  : 

Psino  le  produit  cherché; 

Fx  l'expression  qui,  égalée  à  zéro, 
fournit  l'équation  ponctuelle  de  la 
courbe  donnée  sous  la  forme  nor- 
male (^),  c'est-à-dire  que  Fjy  est 
égal  au  produit  des  normales  de 
P,  divisé  par  le  produit  des  dis- 
tances focales  de  P. 


Exemple  IV.  —  Trouver  une  e.r- 
picsslon pour  le ]>roduit  des  segments 
interceptés  sur  une  droite  D  par  une 
courbe  donnée  F  [de  l'ordre  m,  de  la 
classe  n,  et  avant  d  points  do/i'des  et 
r points  de  rebrousscment). 


Soient  : 

P,.  le  {)roduit  cherché; 

Fil  l'expression  qui,  égalée  à  zéro, 
fournit  l'équation  tangentielle  de 
la  courbe  sous  une  forme  normale, 
c'est-à-dire  que  Fji  est  égal  au 
produit  des  normales  communes 
de  F  et  de  D. 


(')  La  iSotc  citée  de  CIcbscli  Annalcii. 
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Soient  encore  : 

Pffi  le  produit  des  distances  de  P  à 
toutes  les  tangentes  doubles  de  F; 

P;(  le  produit  des  distances  de  P  à 
toutes  les  tangentes  d'inflexion  ; 

Pit  le  produit  des  distances  focales 
de  P. 


Soient  aussi  : 

P/„i  le  produit  des  distances  de  D  à 

tous  les  points  doubles  de  F; 
P/„.  le  produit  des  dislances  de  D  à 

tous  les  points  de  rebroussement; 
Psini  le  produit  des  sinus  des  angles 

(pie  forme  la  droite   D  avec  les 

asymptotes. 


p     ^'ip»!     P«3     P<»4 


Ces  quantités  forment  deux  systèmes  complets  : 

P        F"'  P"^  P"'  P"* 

En  supposant  successivemeut  que  : 

1°  la  droite  D  tende  à  devenir  tan- 
gente de  la  courbe   Fji^  s; 


i"  le   point   P  devienne   infiniment 

voisin  de  la  courbe  F;v=  î; 
2°  le  point   P   devienne  infiniment 

voisin     d'une     tangente     double 

P../  =  ^; 
3"  le   point  P  devienne  infiniment 

voisin  d'une  tangente  d'inflexion 

P./=>-; 
4"  le    point   P  devienne  infiniment 

voisi.i      d'une      tangente      focale 

Ph  =  ^-; 
5°  le  point  P  s'éloigne  à  l'infini, 


■2"  la  droite  D  tende  à  passer  par  un 
point  double  P^,f/=  s; 

3'^  la  droite  D  tende  à  passer  par  un 
point  de  rebroussement  P^^,.  =  j; 

4°  la  droite  D  tende  à  coïncider  avec 
une  asymptote  P^in.i=î; 

5*^  la  droite  D  tende  à  passer  par  un 
des  points  cycliques, 


on  trouve,  toujours  par  des  eonsidérations  purement  géométriques, 


3" 

4" 


•^siii?  — 

-         1 

p  •     — 

c^ 

Psin,= 

'.< 

J»si„,= 

)Hri  - 

-11. 
Il 

P.si„,= 

r         i 

» 

F.N        = 

-  —  /Il 

P,,/  =-''', 


Pli 


I" 
3» 


P,      =£; 


Eu  c()ns(''(|iu'ncc 


I" 


3" 


1.+  «,=:  o; 

I  -1-  «2  ^=  "  ; 

f +  «3=0; 

-(«- 

-  i)  H-  «.,  =  o; 

n  (  //  —  1 

»1  ri . 

59  - 


I" 


4" 


:j 


1  H-  «2=  o; 
i+«3=rO; 

i)  +  «1=  o; 


//i  [  /« 


—  na. 


—  cl'a..^ — /y-j —  «^4=0.  (        —  c/a^ —  ru.-^  — 

Toiiles  CCS  c(|ualions  sont  satisfailes  par  les  vaUuirs 

V.^  —  —  \, 


a 


Ou  a  ainsi  les  formules 

Pour  dëterniincT  la  constante  /.,  il 
suffit  de  supposer  successivement  le 
point  P  confondu  avec  les  points  I 
et  J.  Des  lieux  formules  ainsi  obte- 
nues on  conclut 

/■  =  Pii,i!r 

BiB/.  désigne  la  distance  entre  deux 
quelconques  des  foyers. 

Les  formules  sont  alors 

p;;,n.F,p;^,p;,, 


K.  =  m  —  I, 


Pour  déterminer  la  constante  /',  il 
suffit  de  supposer  la  droite  D  con- 
fondue avec  la  droite  à  l'infini.  Cela 
posé,  on  trouve 

T/  désigne  l'angle  entre  deux  quel- 
conques des  asymptotes  de  la  courbe. 


p-       p2in  — 1). 


P'P 


•j(;n  — 1)  . 


p^n../MP;,p;.. 


Nous  pensons  que  ces  quelques  exemples  suffîronl  [)our  lairc 
saisir  l'esprit  général  de  la  méthode  et  spécialement  son  ap[di- 
calion  à  l'élude  des  propriétés  métriques  de  l'étendue. 


GO  - 


Réponse  aux  observations  de  M.  Halphen  sui-' Iil  théorie 
des  caractéristiques  (  '  )  ;  par  M.  Schubert. 

(Séance  du  iG  janvier  1880.) 

La  formule  (3)  (-),  dont  mon  savant  contradicteur  veut'prouver 
l'inexactitude  par  son  premier  exemple,  n'est  établie  que  pour 
déterminer  par  une  certaine  élimination  les  coefficients  de  la  for- 
mule (4)  résultant  de  l'équation  principale  (i).  La  formule  (4)> 
qui  suit  la  formule  (3)  immédiatement,  s'écrit  ainsi,  pour  la  va- 
leur 7/  =  3  : 

■^  —  S'-SP] 2 3  +  P'i  -^P-2s  +  p'i-^Pn  +  P, 'Gpii- 

Les  symboles  de  cette  formule,  déjà  définis  dans  le  §  34  et  in- 
troduits dans  le  §  42,  font  voir  clairement  que  l'emploi  fait  par 
M.  Halphen  est  exclu  par  le  contexte  de  mon  Livre,  car  il  y  a 
go'  droites  qui,  assujetties  à  la  condition  2,  satisfont  à  la  condi- 
tion gp^t2s^  condition  supposée  sextuple  parla  formule,  mais  quin- 
tuple par  l'emploi.  Ainsi  la  formule  (4)  ne  s'interprète  pas  même 
à  l'exemple  de  M.  Halphen.  En  voici  l'origine.  Si  deux  de  quatre 
points  harmoniques  coïncident,  l'un  des  deux  autres  points  est  per- 
pétuellement obligé  d'être  infiniment  voisin  du  point  de  coïnci- 
dence. Mais,  dans  mon  Livre,  j'ai  toujours  supposé  qu'un  système 
de  00'  droites  g,  possédant  trois  points  ^,,  po,  pa,  contienne  oo'~' 
droites  g  caractérisées  par  la  réunion  de  deux  de  ces  points,  et 
qu'un  tel  système  ne  contienne  que  co'""-  droites  g  caractérisées 
par  la  réunion  de  tous  les  trois  points.  C'est  pourquoi  les  formules 
des  §§  34  et  42  ne  peuvent  se  rapporter  ni  aux  cas  où  un  système 
de  co'  figures  V  contient  la  dégénérescence  constituée  par  la  réu- 
nion de  plus  de  deux  points,  ni  aux  cas  analogues.  Je  vois  main- 
tenant qu'il  aurait  été  utile  d'ajouter  cette  restriction  à  laj'or- 
mule  (3)  expressément,  parce  que  cette  formule,  ayant  encore 
des -coefficients  indéterminés,  ne  fait  pas  connaître  les  cas  exclus 
par  elle-même. 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  île  France,  t.  VIII,  p.  .'5 1 . 
(')   Voir  Kalkïd  der  abziildcndcii  Géométrie,  p.  3o8. 


-  01    — 

M.  Ilalplien,  en  appliquant  la  lormule  (3)  à  son  exemple,  n'a 
pas  déterminé  les  coefficients  par  les  symboles  de  la  formule  (/[), 
mais  par  un  autre  procédé.  Ainsi  il  n'est  pas  conduit  au  résultat 
absurde  fourni  par  la  formule  (4)i  Juais  à  un  nond)re  fini.  L'emploi 
n'étant  pas  permis,  il  est  indifférent  si  ce  nombre  est  correct  ou 
incorrect.  Aussi  M.  Halpben  aurait  employé  un  théorème  rpii  ne 
résulte  nullement  des  déductions  de  mon  Livre,  s'il  avait  trouvé 
peut-être  un  nombre  correct. 

Une  réponse  analogue  se  donne  au  second  exemple  de  M.  Hal- 
phen. 


Note  sur  l'évaluation  du   nombre  des   coniques  faisant  partie 
d'un  système  et  satisfaisant  à  une  condition  simple  (M  ;  par 

]NL    ScHrUKIÎT. 

(Séance  du  iG  janvier  1880.) 

Le  Mémoire  de  M.  Halphen  sur  la  théorie  des  caractéristiques 
pour  les  coniques  [Proc.  of  the  London  Malh.  Soc,  vol.  IX,  et 
Math.  Ann.,  t.  XV)  m'a  fait  comprendre  enfin  qu'une  conique 
qui,  d'après  la  notation  de  ]\L  Halphen,  est  dégénérée  suivant  le 
mode  B  se  détermine  par  (piatre  conditions  simples  (-).  N'ayant 
nullement  eu  égard  à  cette  dégénérescence  dans  le  §  38  de  mon 
Livre,  j'y  ai  commis  une  erreur  que  je  regrette  à  présent.  Ainsi, 
les  déductions  du  §  38  ne  sont  correctes  qu'aux  cas  où  le  système 
de  co'  coniques  ne  contient  pas  une  telle  dégénérescence.  Cette 
restriction  n'a  point  d'influence  sur  les  paragraphes  suivants. 


(')   Voir  Kalkïil  der  ahzuhJendcii  Géométrie,  §  38. 

(')  J'avoue  que  je  n'ai  pas  été  en  état  de  reconnaître  cela  par  les  Notes  publiées 
par  M.  Halphen  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXXIII. 
{Foir  mon  Livre,  p.  34^,  noie  5i.) 


—  02  - 

Su?'  une  formule  (V  Analyse  ;  par  M.  TTalphen. 

(Séance  du  i6  janvier  icS8o.) 

La  formule  dont  il  s'agit  ici  est  la  suivante  : 

^[^V).(i)]=.(;)/-(^)-î^'(i)m"'-' 

-^i-)'"'"-:':^!"r""^^'"(^[^]"""- 

dans  laquelle,  bien  entendu,  ^^^^  (  -  |  désigne  une  dérivée  d'ordre  h 

prise  par  rapport  à  -?  et     ^~^  une  dérivée  d'ordre  [n—k) 

prise  par  rapport  à  x. 

Un  des  moyens  les  plus  simples  de  vérifier  la  formule  (i)  me 
paraît  être  le  suivant. 

On  peut,  sans  nuire  à  la  généralité,  supposer 

m  v- 

A  cause  de  la  forme  doublement  linéaire  du  second  membre  de  (i), 
il  suffit  alors  de  vérifier  l'identité  pour 

Pour  ce  dernier  cas,  la  formule  (i)  devient 

{m  —  w  1  ( /»  —  [J.  —  1 1 ...  f  m  —  y.  —  /?  -^-  1 1 

m  [m  —  I  ] .  .  .  ( ///  —  «  +  1  j 

Il    a  nln  —  l]     u.{a—l)  «(«  — l)(«— a)     f/fw  —  0(a — "?.] 


i    m  1.2        ///  [in  —  I 


I .  -2  .  3  ///(///  —  1 1  (  '"  —  2 


et  le  lecteur  trouvera  sans  peine  la  démonstration  do  celte  identité. 
(Test  en  étudiant  les  dérivé(^s  successives  de  la  fonclion  ,t"' e' 


-  r.3  - 


que  j'ai  élô  condiiil  à  la  l'onmilc  (i  ).  Elle  rournil  cITeclivcmcnl  ees 
dérivées,  cl  l'on  a 


///  —  /i  +  i]x 

I 


^  -.;«— 2/i  +  l 


...J 


nin  —  I  )  ,  .  , 

— ■ [m  —  /t  -\-i]iiii  —  «  +  2 1  ,r ' 


Un  cas  particulier  remarquable  est  celui  où,  m  étant  entier  po- 
sitif, le  nombre  n  est  égal  à  {fJi-\-  i).  Pour  ce  cas,  on  a 


Il  est  facile  de  démontrer  directement  celte  formule  (3).  J'en 
indique  ici  deux  démonstrations. 

La  première  est  fondée  sur  l'emploi  de  la  série  de  Lagrange. 
On  trouve  effectivement 


1-/        1  . 

e  '    =e'  \  I 1 ■  -.  +...+  (  — iV'+'  ' ,  —--  -f- 

1.2...  («H-  1     ./■" 


=  e'  \  i 1 —  +... 

|_  X         I  .2  .r- 

développée  de  cette  autre  manière  : 

e  •    =  e-" l  e'7 _ . . . W'^^c'  )  .  .  .  . 

IX         \  .1  dx  i.^z  ..[n-\- 1)  d.)" 

1 

Si  l'on  applique  la  série  de  Lagrange  à  la  fonction  e",  composée 

avec  la  racine  z  de  l'équation 

z  =  x  -\-  tz, 

la  comparaison  des  deux  développements  donne  la  formule  (3). 
La  seconde  démonstration  consiste  à  observer  que   la  dérivée 

d'ordre  n  du  produit  x"~'  e'  est  de  la  forme  suivante  : 

1 

cj»(x)  étant  un  polynôme  entier.  En  développant  suivant  les  puis- 


-  Gi  — 

sances  décroissantes  de  x  le  premier  membre,  on  reconnaît  que  ce 
pol_ynôme  se  réduit  à  ( — i)". 

En  intégrant  /?  fois  de  suite  les  deux  membres  de  la  formule  (3), 

on  obtient 

f"     i 
e^  d"-P    (  -\ 

La  formule  (2)   iournlt  l'expression  de  la  dérivée  qui  figure  au 
second  membre,  et  Ton  a  ainsi 

,;i     1 

1   I- 

/l 


r        1 
y        '  '  L- 


-\m  —  n  —  I  .r^ 
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c'est-à-dire,  sous  forme  finie,  l'intégrale  /z'*"'®  de  ~-;;^c'\  quand  m 

est  un  nombre  entier  au  moins  égal  à  2,  et  n  inférieur  à  m.  En 
d'autres  termes,  la  formule  (2)  s'applique  aux  valeurs  négatives 
de  n  et  de  /?/,  sous  ces  dernières  réserves. 

L'identité  (3)  conduit  aisément  à  cette  conséquence  que  l'équa- 
tion 

(4)  '-^- =  -'-,- 

a  pour  intégrale  générale 

1 

y  =  ZA.r"~'<7', 
les  coefficients  a  étant  les  racines  de  l'équation  ( — a)"=  i. 


Note   sur    ce/lai/irs   (u/ua/i(}//s  di^crentielles   ohteniics  par 
/'(Uimination  de  deux  jonctions  arbitraires;  par  ]\LA\oums 

IIE  KoMlLLY. 

(St'nnco  (lu  iTi  jniivicr  1880.) 

Etant  (lonnc'C  une  fonction  exj)li(itc  3  i\c  dciiv  lundions  arbi- 
traires F) ,  Fo,  qui  sont  elles-mêmes  fonctions  de  fonctions  données 
CP,  et  Oj  de  X  et  de  -)  .  on  peut  se  proposer  d'éliniinor  les  fonctions 


-  G5  - 
arbitraires  cL  <I(î  Irouvcn-  mie  relalion  entre  la  toiiclion  explicite  z 
de  F,  et  F^»  Ic"'  lonctions  cp,  et  çjo  <-'l  leurs  difTérentielles. 

Nous  supposerons,  ce  qui  n'enlève  rien  à  la  généralité  du 
problème,  (pie  F,  no  dépend  que  de  0|  et  F.,  que  de  92-  Soit 
donc 

(i)  .=./[F.(.0,F,(.,)]. 

Prenons  les  dérivées  pailiellcs  du  premier  et  du  second  ordre  par 
rapport  à  x  et  à  y,  et  désignons  par  p,  q,  7-,  s,  t  ces  dérivées  par- 
tielles : 

_clz  _dz  _<f--  _    à'-z  _d^z 

Nous  représenterons  par  a,  h,  c,  d^  e  les  dérivées  de  9,  prises  dans 
le  même  ordre,  et  par  a,  [3,  y,  d,  z  celles  de  ©2. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  poserons,  en  outre, 

'  "  d\!\    dfi  ' 

dV  fdFiY        df  d'-Fi 


r/Fj  \d(j)i  1         dVi    d'f\ 

et  nous  appellerons  }.o,  ^jto  les  expressions  obtenues  en  remplaçant 
dans  les  seconds  membres  des  relations  précédentes  l'indice  i  par 
l'indice  2  ;  enfin  nous  désignerons  par  p  la  différentielle 

,,,  d^f      dFi  dF, 


'    '  '         dFidF^_   d'y^    d'f. 

Par  de  simples  diff'érentiations,  nous  obtiendrons  les  cinq  équa- 
tions suivantes  : 

r  —  nav.a  znz  c\y  -\-  yl.^  ~f-  a-  a,  H-  a-  y.,» 

s  —  («^  -4-  «^)  0  =  dli  -+-  ri/,  4-  ai) y.i  -h  «Sa,, 

t  —  ib^o  =zeli  -+-  ï>2  +  b-  ui  ~\-  P^f/o- 

Si  nous  considérons  comme  inconnues  les  quantités  A,,  À^,  p,,  p.j. 

ces  cinq  équations  entre  quatre  inconnues  donneront  une  équation 

VIII.  5 
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de  condition  qui  peut  être  mise  sous  forme  de  déterminant 


(4) 


—  p  n  V.  o  o 

—  q  h  3  o  o 

-  r  -\-  •?.av.o  r  y  a-  «'- 

-\- (a  S -i- u  b]  0  d  0  ah  vf'j 

-t-\-'?J)?>ù  c  z  h'  .5^ 


Ce  déterminant  peut  se  décomposer  en  deux,  et,  en  appelant  D 

le  suivant  : 

p      a      V.       o        G 

<l  h  ,3  o  o 

D  =r       ;•  (•■  y  a-  «- 

s  (I  rj  ah  «3 

t  e  t  h^-  ,5^ 

la  relation  (4)  peut  s'écrire 

lav.  a-      «- 

—  D  +  0      a^'-i  -{-  ah      ah      v3      X  =  o, 

'  '  '  A      '=. 

9.bp  h-       [:,'- 

OU,  en  efTectiiant  les  calculs,  il  vient  enfin 
(6)  —'D-h{a'S-—u'h-Y^rj  =  o. 

La  quantité  que  nous  avons  représentée  par  p  peut  se  mettre 
sous  une  autre  forme  que  (3).  En  effet,  si  nous  remplaçons  -~  t 

(1¥. 

— — ^  par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (2),  nous  trouvons 


a 

y. 

■>^ 

b 

r, 
j 

(l'a. 


lyl.2 


(Pf 

d¥\d¥. 


dh\   dF, 

mais  les  différentielles  du  premier  ordre  de  z  nous  donnent  les 
valeurs  de  ?.|,  ?.o,  de  sorte  que,  en  faisant  la  substitution,  on  a 

_    r/F,  r/Fa    (<V7  —  bp][pp  —  vq] 
^~    df     df  [a^j~ub\;- 

dV,  d¥^ 


—  G"  — 
La  relation  (6]  peut'donc  se  inellre  sous  la  l'orme 

d\1 


r/Fi  r/F 


Pour  que  cette  équation  soit  indépendante  des  fonctions  arbi- 
traires, il  faut  que  le  dernier  facteur  du  second  terme  |)uisse  s'ex- 
primer au  moyen  de  z,  c'est-à-dire,  en  représentant  par  </'(-)  "ne 
certaine  fonction  explicite  de  z,  que  l'on  ait 


dF^di\_ 

dh\  dt\_ 

ou,  en  remplaçant  les  lettres  F,,  Fo  par  u  et  v^,  que  l'on  ait 

^     '  diidr         ^^    'du   di' 

Considérons  maintenant  le  problème  inverse;  supposons  que 
l'on  parte  de  l'équation  dillt-rentielle  pour  remonter  à  la  fonc- 
tion ".  Le  déterminant  D  ne  contient  les  différentielles  /;,  c/,  i\ 
s,  t  qu'au  premier  degré,  le  second  terme  ne  les  contient  qu'au 
second  degré,  de  sorte  que,  si  l'on  représente  par 

(9)  •       D  +  Kà  =  o 

l'équation  [y],  on  pourra  mettre  sous  la  forme  correspondante 

(10)  D,+  Bi  =  o 

l'équation  différentielle  donnée. 

Or  nous  montrerons  que  la  connaissance  de  D,  suffît  pour  déter- 
miner (p,  et  Oo.  Ce  premier  résultat  obtenu,  en  remplaçant  a,  b,  ... 
par  leurs  valeurs  dans  A,  on  calculera  la  valeur  A,  que  doit  avoir 
A  dans  la  relation  (10),  et,  en  divisant  B,  par  A,,  on  trouvera  ^(z). 
Le  problème  sera  alors  ramené  à  l'intégration  de  l'équation  (8). 
Nous    supposerons  d'abord  qu'aucun   facteur  commun   aux  deux 

5. 
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Iciiiics  n'a  rlv  supprimé  dans  réqualion  (lo),  de  sorte  que  le 
premier  membre  est  identique  à  l'expression  obtenue  en  rempla- 
çant, dans  (;;),  a,  b,  .  .  .  par  leurs  valeurs  déduites  de  celles  de 
9,,  cpo  sans  suppression  d'aucun  facteur  commun  à  tous  les  termes 
de  l'équation. 

Considérons  d'abord  le  déterminant  D;  si  nous  efTectuons  les 
calculs,  il  se  mettra  sous  la  forme 

(il)  Jy  —  Vp-h(^q  ^Kr  -hSs  +  Tt, 

où  nous  avons  posé 

IV  =  [:;«S  +  ry.b)  [^d—  hrj)  +  bfj[by  —  Pc)  -4-  av.[bz  —  Se)](aP  —  v.b), 
—  Q  =:  [(^S  +  ab)  [v.d  —  rir])  -f-  bp[ay  —  ac)  -+-  au[az  —  ae)](«ô  —  v.b), 
.^j  R  =  [a[l>  —  ry.b)-bp, 

I    —  S  =  [a'p  —  ccby-  [aS  -4-  y.b). 
\         T  =  [a  3  —  y.bj-av.. 

On  tire  des  trois  dernières  équations  les  rapports 
S  /S         /;\        R        b  S 


T  \  a  a  J  T         fi  c/. 

de  sorte  que  l'équation 

(-3)  X^-^.^X+|  =  o 

p        b  - 

a  pour  racines      et  -:  on  i)eut  donc  exprimer  ces  quantités  en 

S  I* 

l'onction  de  ^  et  de  —  ^  el,  comme  les  rapports  des" quantités  S, 

II,  ï  entrent  seuls  dans  la  relation,  peu  importe  qu'un  facteur 
commun  à  tous  les  termes  ait  été  supprimé  dans  l'équation 
donnée  (lo).  Le  problème  pour  déterminer  9,  et  9..'''sc  trouve 
donc  ramené  à  l'intégration  de 

(•4)  7ij  =  "^'-'-^7-r' 

dans  larpielle  ^(.r,  y)  représente  la  valeur  de  Tune  des  racines  de 
l'équation  (i4);  l'une  des  racines  donnera  91  et  l'autre  02. 

I^es  coefficients  de  /',  s,  t  suffisent  donc  pour  déterminer  les 
fonctions  9;   si    l'cVpialion   (11)   correspond   à   une   équation  de  la 


{ 
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{urtiic  (i).  Il  iaudra  tlonc  ([lie  les  eoetlieieiils  de  p  et  ij  sallsfasseiil 
cliaciMi  à  une  équallon  de  eoiidilion.  Or  11,  S,  T  sont  des  tunclions 
de  Ç3|,  90  et  de  leurs  diirérentielles  ;  donc,  puisque  P  et  i)  ne 
dépendent  que  des  mêmes  quantités,  on  devra  pouvoir  exprimer 
P  et  Q  en  fonction  de  R,  S,  T,  et  les  relations  qui  représenteront 
la  valeur  de  P  et  Q  au  moyen  de  R,  S,  T  devront  être  satisCaites. 
Clierclions  cpielles  sont  ces  relations.  Il  est  facile  de  voir  cjue,  en 
posant,  pour  abréger, 

(l5)  l^  =  [ap  —  ab], 

P  et  Q  peuvent  se  mettre  sous  les  formes  suivantes  : 


.'" 

''^ 

—  a ■ 

4 

"'^ 

(C  

dy 

Q  =  _rsM /.—  -«— - 


,  .  db         du 

ou  bien,  en  remarquant  «jue  —  =^ 


f  Q  =  -XM  — -- 

\    dx 

Or  nous  pouvons  exprimer  Z>|3,  (l[j,  ah,  (la  au  mo\eu  de  H,  S,  T 
et  N  ;  nous  avons,  en  elfet, 


■iK'  '  'ih-' 


Si  l'on  remplace,  dans  les  valeurs  de  P  et  de  Q,  les  quantités 
rt,  a,  b,  (3  parleurs  valeurs,  on  trouve,  toutes  réductions  faites 


18' 


dx 

3R  d\ 

N      dx  "^ 

1  dà 

2  dj 

3  s  r/N 
2  N  77^ 

a  y 

3T  d\ 

I   r/S 

T  d[-  '- 

3  S  ./N 
2  IN    c/,/1 

Il  n'y  a  d'inconnu  que  N,  mais  il  est  facile  de  trouver  la  valeur 
de  cette  quantité  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  donnée. 
On  voit  en  effet  immédiatement,  par  les  formules  (12),  que  l'on  a 

de  sorte  que 

N  =  (S-^— 4RT)^ 

Voyons  si  ces  relations  auraient  encore  lieu  dans  le  cas  oîi  l'on 
aurait  supprimé,  dans  l'équation  différentielle  donnée,  un  facteur 
commun  K;  les  coefficients  P',  Q',  ...  seraient  alors  liés  à  P, 
Q,  .  .  .  par  les  relations 

P  =  P'K,     q  =  q'K,     R  =  R'K,      S  =  S'K,     T  =  T'K, 

d'où 

1  il 

IV  =  K'  (  s'^-  —  4  R'  r  )  "  =  K^'  X. 

Remplaçons  P,  Q,  ...  par  ces  valeurs  dans  lés  relations  (18); 
on  trouve,  après  réduction, 

dx 

\  N'=(S'^'-4R'T')i 

Les  relations  sont  donc  encore  les  mêmes. 

Il  nous  reste  à  examiner  les  termes  du  second  degré  en  p  et  rj 
qui  multiplient  '-^f");  le  coefficient  de  ^(-)  dans  l'équation  (7) 
peut  s'écrire 

+  [aS  +  (/.b]'  [(iv.q-  -f-  b^^p-  -~  [a[i  -+-  c/.b]jj(j]. 


nv 

r/>'         I   ./S'         3    S' 

dS' 

K 

(/.r          2    (h           -î   W 

'fy  ' 

3T' 

r/N'          1     r/S'          3    S' 

rZN' 

r^' 

— ; ; 1 —  ^ 

dv          1    dx          -i   N 

7/7' 

>t-à-di 


Ml  fin 


S2  /  T 


T     ,        R     ,        S 


-•-^(T<7'M-R//^4-S/»ry), 
et,  si   l'on   a   siipprinu'    un    (nciciir   K   coiiiMinn    à   Ions  les   termes. 


celle  (juaiililé  devieiil 


KTV/'  -4-  KR'/r'  -'.-  KS'pq] 


k' 


ou  eiilin 


+  ^g(T'7^  +  R>'+^>/)' 


c'esl-à-dire  que  l'expression  ne  change  pas  de  forme. 

Ainsi,  pour  que  l'équation  différentielle  (lo)  représente  une 
fonction  z  de  la  i'orme  (i),  il  faut  que,  en  désignant  par  ^{z)  une 
fonction  quelconque  de  ",  en  mettant  l'équation  donnée  sous  la 
forme 

(21)  P'/>  +  QVy  +  R'i  -^  S's  -+-  Tt  -+-  A'p-  +  B'q'  -)-  C'pq  =  O 

et  en  posant 


N': 


ART' 


les  coefficients    P',  Q',  A',   B',  C  satisfassent  aux   équations   de 
condition  suivantes  : 


P' 

dK'         3R' 

~    d.r              _\' 

-h 

I  dS' 
1    dy 

î   S' 

~  2  N^ 

<>• 

Q' 

dV        3T' 

r/N' 

— 

■2    (•/.*■ 

3   S' 

2  ]N 

A' 

S'^R' 

— -^    Ps'"   ' 

R' 

S'^T' 

1                             ■ 

x> 

-+    N'«   ' 

c 

S'^ 

Si  cela  a  lieu,  on  pourra  trouver  la  fonction  chercliée  en  intégrant 
l'équation  aux  différentielles  partielles  (8)  et  les  deux,  équations 
obtenues  en  remplaçant,  dans  (i4)i  ^(«^^  J)  )  successivement  par 
chacune  des  racines  X  de  l'équation  (i3). 

L'intégration  de  l'équation  aux  différentielles  partielles 


du  dv 


dz    dz 
du    dv 
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se  lail  immédiatenicnt  ;  on  peut  écrire  celle  équalion  sous  la  forme 

dz 

dv 


ou,  en  intégrant  par  rapport  à  u, 

en  désignant  par  6  une  lonetion  quelconque  et  par  L  les  loga- 
rithmes népériens.  Cette  relation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

e-S^i-)''-^dz=e[v)dv, 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

fe-SH-~)"-^dz=.fO[.)d.  +  .,[u), 

on  peut  remplacer  l'intégrale  de  0(t^),  qui  est  indéterminée,  par 
une  fonction  quelconque  de  v.  On  a  donc  enfin 

ce  qui  détermine  la  fonction  z. 

Ainsi,  pour  que  la  fonction  z  définie  par  la  relation  (i)  puisse 
donner  lieu  à  une  équalion  difierentielle  du  seconti  ordre  indé- 
pendante des  fonctions  arbitraires  F,  et  F.,  il  faut  que  la  fonc- 
lionysoit  de  forme  telle  qu'il  existe  deux  fonctions  t,,  To,  dépen- 
dant l'une  de  F,  seul,  l'autre  de  F2  seul,  dont  la  somme  puisse 
s'exprimer  en  fonction  de  z. 

Nous  avons  montré  comment,  dans  ce  cas,  on  peut  remonter  de 
l'équation  différentielle  à  la  fonction  intégrale. 


—  73  - 


Sur  l'épure  des  vingt-sept  droites  d'une  surface  du  troisième 
degré,  dans  le  cas  oii  ces  droites  sont  réelles  ;  pai'  M.  Caron. 

(Séance  du  6  février  1880.) 

On  choisit  arbitrairement  une  droite  «,  et  cinq  droites  b-2,  ^3, 
bi,,  Z»:;,  bg  qui  rencontrent  a,  ;  il  existera  cinq  droites  a^,  aj,  a,, 
ai;,  a^  telles  que  chacune  rencontre  toutes  les  droites  b  qui  n'ont 
pas  le  même  indice  qu'elle. 

Enfin  il  existera  une  droite  Z»,  rencontrant  a-,,  «n,  «4,  «.;,  «c- 
On  aura  constitué  le  double-six 

r/j,    a.T,,    <7|,    «i,    rt;.,    «i,, 
bi,    b,,    /^,,    h.^,    ^3,    ^,;, 

tel   que   chaque    droite    d'une   rangée  rencontre   toutes  celles   de 
l'autre  ne  portant  pas  le  même  indice. 

Les  quinze  autres  droites  sont  les  intersections  des  deux  plans 
ttp  bq,  bp  aq,  p  et  q  étant  différents. 

Tableau  des  vingt-sept  droites, 

<7,,  «,,  <73,    «.,    a-,    a^, 

ùi,  i,,  b^,    Z»,,    b^^,    b^, 

12,  i3,  14,   i5,    16, 

23,  24,  2.5,  2G, 

34,  35,  36, 

45,  46, 

56. 

Une  droite  quelconque  en  rencontre  dix  autres.  Exemple  : 
«1   rencontre  b.,,   b.^^   ^,,    b-^,    b^,     12,    i3,    14,    i5,    16, 
"i  "  ^i-<    f>i'    b.^,    b,-,    b(^,     12,    28,    24,   25,    26, 

^1  "  «i,    «35    '^VJ    <':,^    "a^     l'^i    l3,     14,     l5,     16, 

23  "  «2,       60,      «;i,       /'li,       !4>       l5,       16,      45,      4^»      '^^» 


Dans  l'épure,  la  première  droile  a,  a  élé  choisie  verticale;  il  en 
résulte  que  les  droites  bn,  b^,  ^.',,  par  exemple,  déterminent  un 
hyperboloïde  qui  admet  une  deuxième  génératrice  verticale  dont 
j'appelle  le  pied  (2,  3,  4)-  Toutes  les  droites  rencontrant  b^-,  b^,  b^ 
passent  donc  en  projection  horizontale  par  le  point  {2,  3,  4)- 

De  même,  les  droites  rencontrant  b-,,  ^3,  b:^  passent  en  projec- 
tion horizontale  par  le  point  (2,  3,  5).  Donc  la  deuxième  droite, 
qui  s'appuie  sur  les  quatre  droites  bo,  ^3,  b,,  />»,;,  a  pour  projection 
horizontale  (  2,  3,  4))  (2,  3,  5). 

On  a  déterminé  à  l'avance  ces  points  fixes  en  construisant  pour 
chaque  système  b,„,  b,,,  bp  deux  droites  s'appuyant  sur  ces  der- 
nières. On  a  ainsi  les  points  fixes  suivants  : 

(2,3,4),  {-^,3,  5),  (2,3,6),   (2,4,5),  (2,4,6), 
(2,5,6),  (3,4,5),   (3,4,6),  (3,5,6),  (4,5,6), 

d'où   l'on  déduit  les  projections  horizontales  des  droites  r/;.,  «;, , 
«4,  a:,,  «G, 

«2  passe  par  (3,4,5),  (3,4,6),  (3,5,6),  (4,5,6), 
(^,4,5),  (2,4,6),  (2,5,6),  (4,5,6), 

a,         ..  (2,3,5),  (2,3,6),  (2,5,6),  (3,5,6), 

(-2,3,4),  (',3,6),  (2,4,6),  (3,4,6), 
(2,3,4),  (2,3,5),   (2,4,5),  (3,4,5). 

Pour  trouver  la  droite  ^,,  on  emploie  un  procédé  analogue  au 
précédent,  à  l'aide  d'une  projection  auxiliaire  parallèlement  à 
l'une  des  droites  données  b-x.  /->:),  />-,,  b^,  />fi.  La  construction  des 
autres  droites  ne  présente  aucune  difficulté. 


Rectijicalion  d' une  f annule  de  piobabilité;  par  M.  La(^)tjièue. 

(Séance  du  20  février  iSSo.) 

Dans  le  prohh'-me  :  Un(;  droile  L  est  dis'isée  en  ni  sei^nienls. 
Ouelle  es/,  la  probnbililé  poiw  (/ne  n  (Ventre  eux  soient  d  u/ic 
lonmicur  pins  grande  (ju  une  loni^ucur  donnée  a'!  M.  .lordan  éta- 


-  m  - 

blit  que  la  probabilité  que  les  n  premiers  segments  soient  tous 
plus  grands  que  a,  désignée  par  X,,,  est  exprimée  par 

si  na<^L  Chcrciiajit  ensuite  la  probabilité  que  n  segments  lixés 
d'avance  par  une  personne  étrangère,  à  l'insu  de  celui  qui  fait  la 
section,  soient  tous  ^«,  il  donne  pour  cette  probabilité  C,/  la 
formule 

m  [m  —  i] .  .  .[i?i  —  /?  -f-  1 1  / 1  —  , 

c'est-à-dire 

m  {m  —  i\  .  .{m  —  «  -t-  i  ] 

I  .  2  .  3  ...  « 

11  me  paraît  y  avoir  ici  une  confusion.  Le  nombre  C«  ainsi  dé- 
terminé exprime  le  nombre  probable  des  groupes  qu'il  est  possible 
de  former  avec  les  segments  supérieurs  à  a.  La  probabilité  que 
71  segments  choisis  d'avance,  ou  déterminés,  ou  pris  au  hasard,  ce 
qui  revient  toujours  au  même,  seront  tous  plus  grands  que  a, 
est  absolument  indépendante  de  l'ordre  des  segments  choisis,  et 
par  suite  égale  à  X,;.  Ce  nombre  est  la  probabilité  commune  à 
tous  les  groupes  de  Jii  segments  distingués  par  le  choix  particu- 
lier des  segments  mis  à  part;  le  nombre  de  groupes  formés  égal  à 

m  [m  —  l).  .  .{m  —  /i  -\-  i]     ,.  ,      ,  ,  i     i  •  i  •    .  r 

— rr- disparaît  dans  la  probabilité  comme  lac- 

I  .  2.  J.  .  ./z  '■  ^ 

teur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction. 

11  est,  du  resle,  évident  que  le  nombre  donné  dans  la  Note  (') 

de  M.  C.  Jordan  est  trop  fort,  comme  plus  grand  que  l'unité,  toutes 

les  fois  que  le  rapport  —  sera  suffisamment  grand  et  —  suffi- 
samment petit.  Exemple  :  si  na  <^  j •>  in  =  2//, 

3y2«-i  _.  /3\2'»       /ç) 


La  probabilité  C,i  pour  que  7i  segments  déterminés  sur  les  ni  soient 


(')  Voir  Bulletin,  t.  I.  p.  25(î. 
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tous  plus  grands  que  a  n'est  autre  que 

_  1 1  —  na\"'-^ 

L,,  —  X,,  rzz 


Soient  dès  lors,  avec  M.  Jordan, 

A^  la  probabilité  qu'il  y  ait  juste  r  segments  plus  grands  que  a 
parmi  les  n  suivant  lesquels  a  été  partagée  la  tige,  les  points  de 
division  étant  supposés  tous  également  probables  et  indépen- 
dants les  uns  des  autres  ; 

B;-  la  probabilité  qu'il  y  en  a  au  moins  r. 

L'expression  de  A,,  se  déduit  sans  difficulté  de  celle  de  C,-,  et, 
par  suite,  on  obtiendra  celle  de  B,.,  dont  la  valeur  évidente  est 

B,.  =  A,.  +  A,.+  ,  -+-...  -h  A,.+;^,  +  .  .  .  H-  A,„, 

en  observant  de  prendre  A,-^/;-,  B^-^/f,  C,-^a  nuls  dès  que  r -\- k  est 
supérieur  a  -- 


Calcul  de  la  probabilité  A,,  en  fonction  de  C,.. 

Les  /■  segments  déterminés  d'avance  et  tous  plus  grands  que  a 
proviennent  d'un  nombre  /•  +  A^  de  tels  segments  existant  réelle- 
ment sur  les  /«,  le  nombre  A"  étant  compris  entre  les  limites 
extrêmes  o  et  m  —  /•.  Pour  chaque  valeur  de  A,  la  probabilité 
simple  de  /•  segments  déterminés  plus  grands  que  a  étant 

[r  ^  k](r  ^  k  —  i] .  .  A  k  -^  ->,]{  k  -^  \\ 


m  [m  —  !.../«  —  y  -+-  I 


la  probabilité  qu'il  existe  r  segments  déterminés  plus  grands  que  a, 
provenant  de  segments  de  telle  nature  existant  au  nombre  de 
/•  4-  A,  est  donc  la  probabilité  composée 

ik-hi](k-\-'y.].  ..{k  -{-)')  . 

— ; ^ ; ; — r  A, .+/.•, 

m  [m  —  I J .  .  .  (  //^  —  r  -h  ij 

d'où 


m  [m  —  I ) .  .  .  ( /«  —  /•  H-  I 
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soniiiic    dans    la(|iiellc   K    [)i"cud   LoiiLcs  les    valeurs   eiilières    de  o 


Pour  avoir  la  valeur  de  A,-  en  fonclion  des  quanti  lés  déjà  con- 
nues et  d'expression  simple,  telles  que  Cr,  écrivons  d'abord  la 
série  de  toutes  les  valeurs  de  ces  dernières  en  fonction  des  pre- 
mières I  formule  (i)]  pour  les  valeurs  /•,  /•  -t-  i ,  . . .,  r  -h  h,  ...  suc- 
cessives entières  de  /•,  série  qui  s'arrête  d'elle-même  aux  termes 

rendus    nuls    par    l'inégalité    /'H-A"^--    Supposons    écrites    les 

valeurs  ainsi  développées  de 

^r<     ^'r+li     ^■■r-t-i-'     •  •  -i     ^r-hA-'      •  •  •  • 

Multiplions  les  deux  meml)res  des  égalités  de  la  série  complète  de 
ces  valeurs  par  les  facteurs,  alternativement  positifs  et  négatifs, 
compris  entre  les  barres 

,    [m  —  ]•]...  !/ii  —  r  —  >?-  +  I  ) 


Faisons  la  somme  des  produits  membre  à  membre;  il  en  résul- 
tera l'élimination  de  tous  les  termes  du  second  membre  en  dehors 
de  A,.,  dont  la  valeur  est,  par  suite,  égale  à 

1 . 9, . 3 . .  .r 


'■[m 


A, 


C,.       C,.+i 


'•)('« 


C,-+2 


(  m  —  /•  — ■  '->. 


C,- 


m  —  /■  —  /•  -1-  I  ' 


.k 


C, 


+k  -h 


On  voit,  en  effet,  que  le  coefficient  dans  le  second  membre  (con- 
tenant les  A)  d'un  terme  quelconque  A,-^;f,  en  dehors  du  premier, 
est  dans  cette  somme  formé  des  termes  successifs  du  développe- 
ment du  binôme  (i —  i)''. 
On  a  ainsi 

\[m  —  \\ .  .  .[m  —  /•+!)„         m[m  —  \\ .  .  .{m  — 


A, 


1.2.3.  .  .  / 

m  [m  —  il 


C, 


1.2.3.  .  .  /M 


C,,_ 


.2.3, 


ni  —  r  —  /i  +  I  )  ^        


r.i .  2  .  3 , 


7S  — 


Ajoutant  ensuite  les  valeurs  ainsi  développées  de  Ay,  A/.^.,,  ..., 
^r+k,  ■•1  on  trouve,  pour  valeur  du  coeffieient  de  Cr+h  dans  le 
développement  de  B,.  =  SA;.^/j  (o^A^m  —  /), 

m  [m  —  I  ) . . .  [m  —  }•—  A  -\-\)  T         /•  +  A-        {>•  -^  k][r  -h  /.■  —  i  ) 

1.2.3.  .  .(/H-  A]  L  I  1.2 


A--0...(r+2: 


~"  1.2.3.../ 

ou,  d'après  les  propriétés  des  nombres  figurés, 

,    ml  m  —  i] .  .  .i  m  —  r  —  /■  -t-  1 1  ?•  f  ?•  -h  1 1 .  .  .  f  r  4 


1 .  2 .  3 .  .  .  (  /•  -F  /i  )  1 .  2 .  3 ...  A 

Ce  développement  s'écrira  donc 

m[m  —  I  ) .  .  .  (  m  —  ''  -^  i  )  ^         m  [m  —  i) .  .  .{m  —  ;•  )  r 

B,.= -C,. ; -(>,.. 

1 .  2.3  .  .  ./■  I  .  2  .3.  .  .  ^/-  -t-  I  j         I 

m[/fi  —  i] .  .  .[m  —  r  —  i  )   /•  (  r  +  i  ' 


I.2.3...(;-+2)  1.2 

;•( 7-  -+-  il .  .  .(/«  —  i)  „ 


-C,+2H- 


1.2.3. 


Les  valeurs  de  A,-  et  de  B,.  ainsi  développées  sont,  du  reste,  iden- 
tiques à  celles  que  l'on  obtiendrait  en  remplaçant  dans  les  for- 
mules de  la  Note  de  M.  Jordan  les  valeurs  C,-,  Cr+i,  Cr+-i,  •  •  •  par 

m{m—^)...{^n  —  }•-hl)^  .   ,  ,    .  i    ,-.     ' 

— 5^ p^ Li,;  ••■,  qui  leur  doivent  être  substituées 

1.2.3.../-  ^ 

en  vertu  de  la  rectification  qui  fait  l'objet  principal  de  notre  obser- 
vation. Il  y  a  lieu  de  signaler  toutefois  une  erreur  d'écriture  dans 
le  dernier  terme  du  développement  de  B,.  (bas  de  la  page  256),  qui 
contient  un  facteur  de  trop  aux  deux  membres  de  la  fraction  et 
qui,  pour  se  conformer  à  la  loi  de  formation  des  termes,  devrait  être 


1.2.3.  .  .( 
lieu  de 


I  .  2  .  .  .  W  —  /• 

que  porte  le  Bulletin. 

Les  formules  de  ]\L  Jordan  sont  donc  algébriquement  exactes 
en  faisant  disparaître  les  .symboles  tels  que  C  et  les  remplaçant 


—  7!)  — 

pai'  les  valeurs  qu'en  donne  l'anUmi'  quelques  lignes  plus  haul,  cl 
dont  rincxacliUitle  meL  les  dernières  expressions  développées  en 
désaccord  avec  les  définitions  données,  et  d'ailleurs  seules  com- 
modes, des  symboles  A,  B,  C 

N.  B.  —  N'ayant  point  la  lacullé  de  lire  les  Comptas  rendus 
(les  séances  de  l'académie  des  Sciences,  nous  n'avons  pu  con- 
naître la  marche  suivie  par  M.  Jordan  pour  arriver  aux  expressions 
développées  de  B  et  A.  Il  semble,  d'après  les  termes  de  l'article 
précité,  que,  dans  le  travail  auquel  se  reporte  l'auteur,  la  détermi- 
nation de  B  ait  dû  précéder  celle  de  A.  Comme  on  l'a  vu,  nous 
obtenons,  sans  calculs  en  quelque  sorte  et  sans  le  moindre  effort 
de  l'aisonnement,  le  développement  de  A  par  ses  relations  directes 
avec  C  et  celui  de  B  au  moyen  de  A.  Ayant  cherché  à  obtenir  une 
relation  directe  entre  C  et  B,  nous  avons  immédiatement  aban- 
donné cette  marche  pour  celle  qui  a  été  exposée  ci-dessus,  la  pre- 
mière nous  paraissant  se  présenter  dans  des  conditions  de  raison- 
nement beaucoup  moins  simples  et  de  calcul  plus  compliquées. 


Note  sur  un  problème  de  prohahilité ;  par  M.  Laquière. 

(Séance  du  20  lévrier  i88o.) 

Le  problème  de  probabilité  traité  par  M.  Jordan  dans  le  Bul- 
letin (t.  I,  p.  207)  peut  se  résoudre  sans  calculs  ainsi  qu'il  suit  : 

Problème.  —  La  probabilité  que  le  centre  O  d'une  courbe 
fermée  tombe  dans  V intérieur  du  triangle  rectiligne  ABC,  dont 
les  trois  sommets  sont  pris  au  hasard  dans  l' intérieur  de  la  sur- 
face limitée  par  la.  courbe,  est  égale  à  j- 

Soient  une  position  quelconque  du  diamètre  AO  et  une  position 
mobile  du  rayon  OB,  qui  devra,  pour  comprendre  tous  les  cas. 
varier  depuis  OA  jusqu'à  son  prolongement,  une  pi^emière  fois  en 
tournant  dans  le  sens  positii",  une  seconde  fois  dans  le  sens  né- 

gatif.  Soit  c  =  -  le  rapport  de  la  surface  du  secteur  AOB  à  l'aire 

totale  de  la  courbe  ;  la  probabililé  élémentaire  corres{)Oudant  à  la 
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position  supposée  du  rayon  OB  sera  zdz,  dz  étant  évidemment  la 
probabilité  que  le  point  B  se  trouve  sur  OB.  La  probabilité  totale 
sera  donc,  indépendamment  de  la  position  du  point  A  : 


■X'-i 


Cette  probabilité,  commune  à  toutes  les  positions,  indifférentes 
d'ailleurs,  du  point  A,  est,  par  suite,  la  probabilité  chercliée. 


Note  sur  une  classe  d' équations  différentielles:  par  M.  Haag. 

(Séance  du  20  février  1880.) 

Soit  l'équation  différentielle 

,  ,  fd'"  y-y-       /d"'-^rY  (d-yy-       (dry 

oîi  A,  B,  .  .  . .  L,  M,  N,  P  sont  des  constantes. 

Posons 

y  r=  ),  sin  (a.r  -t-  C), 

X,  a,  C  étant  trois  constantes;  nous  en  déduirons 

et,  par  conséquent, 

y^\  =  >•' «- [ I  —  sin^ ( «.r  -4-  C )]  =  a^ ( ).2  —  v' ) 
et 

On  voit  aisément  qu'on  trouvera,  en  général. 
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Subslituant  dans  r(j({iialion  proposée,  et  groupant  ensemble  les 
termes  qui  renferment  j-  et  ceux  qui  en  sont  indépendants,  on 
trouve  (supposons,  par  exemple,  vi  pair) 

^   [«-'"  —  A«-('"-^^  -t-  .  .  .  +  Ly.^  —  M«-  +  ^]j- 
^'^'  I  +  [Aa-C"-')).- -+-.  .  .  +  M«'),^  +  P]  —  G, 

et  l'équation  sera  satisfaite  si  l'on  a  simultanément 

(3  )  «-'"  —  A«-"'-'  -f- .  .  .  +  l.y/  —  M  a-  +  N  =  o, 

(  4  )  A  a-C"-'  '  ).-  4-  ...  -i-  M  a-  T  +  P  —  o. 

L'équation  (3),  qui  est  du  degré  m  en  a-,  donnera  /?i  valeurs  de  a'-. 
L'équation  (4),  où  l'on  portera  l'une  quelconque  de  ces  valeurs 
de  a-,  donnera  alors 

_  p 

et,  si  l'on  adopte  pour  a  et  X  des  valeurs  satistaisant  aux  rela- 
tions (3)  et  (4), 

y  =  /  sin(K.r  -\-  C) 

sera  une  solution  de  l'équation  différentielle  proposée  et  renfer- 
mera une  constante  arbitraire  C. 

On  trouvera  ainsi  iin  solutions  de  l'équation  (i)  (car  les  combi- 
naisons obtenues  en  changeant  simultanément  les  signes  de  a  et 
de  X  ne  adonnent  pas  de  solutions  distinctes)  ('). 


(')  Il  est  facile  de  reconnaître  d'ailleurs  que  l'analyse  précédente  s'applique  à  toute 
équation  de  la  forme 


2*(Ê)(Ê)-- 


où  m  et  n  peuvent  être  égaux,  pourvu  que  dans  chaque  terme  lu  somme  m -t  n  soit 
paire. 


VIII. 


8-2 


Solutions  rcgul'ières  du  j)roblbnie  d' Euler  sur  la  marche 
du  cavalier  ;  ^^Y  M.  Laquière. 

(Séance  du  20  février  1880.) 

J'appelle  pas  sur  récliiquiei'  orienté  la  longueur  d'une  case 
dans  le  sens  liorizonlal  ou  dans  le  sens  vertical;  cette  dernière 
pourrait  être  également  nommée  degré,  pour  la  distinguer  de  la 
première,  qui  conserverait  le  nom  générique  de  pas.  Le  pas 
horizontal  sera  positif  s'il  est  dirigé  de  gauche  à  droite,  négatif  de 
droite  à  gauche  ;  le  pas  vertical,  ou  degré,  sera  positif  de  bas  en 
haut,  négatif  de  haut  en  bas.  Un  circuit  polygonal  sera  parcouru 
dans  le  sens  posilit  ou  le  sens  négatif  suivant  que  la  normale  aux 
côtés  successifs  tournera  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre 
ou  en  sens  inverse,  le  centre  de  rotation  étant  le  point  de  croi- 
sement avec  la  normale  au  côté  précédent.  La  marche  du  mobile 
sera  dite  positive  ou  négative  selon  le  sens  de  description. 

Un  saut  du  cavalier,  aux  échecs,  est  la  résultante  de  deux  pas 
faits  dans  le  même  sens  sur  une  direction  horizontale  ou  verticale 
et  d'un  seul  pas  fait  dans  la  direction  perpendiculaire.  Les  signes 
de  ces  pas  sont  à  volonté  positifs  ou  négatifs,  en  observant  toute- 
fois que  les  deux  de  même  direction  ont  l'un  et  l'autre  le  même 
.signe,  pour  ne  pas  s'annuler. 

Les  diverses  combinaisons  de  ces  pas  et  de  leurs  signes  pro- 
duisent huit  orientations  différentes  ou  huit  sauts  du  cavalier  de 
directions  déterminées,  que  nous  désignerons  par  les  indices  1,  2, 
3,  4>  5,  6,  7,  8,  rappelant  l'ordre  dans  lequel  s'y  place  un  rayon 
tournant  autour  delà  case  origine  comme  centre,  orienté  au  départ 
sur  l'horizontale  et  vers  la  gauche,  et  tournant  dans  le  sens  positil 
des  aiguilles  d'une  montre.  On  remarquera  que  les  directions  dont 
les  indices  diffèrent  de  quatre  unités  sont  parallèles,  mais  de  sens 
opposés.  On  les  dénommera  directions  inverses  ou  contraires.  Les 
indices  a,  (J,  7,  <S  j)()iirront  avantageusement  être  remplacés  par 
ceux  plus  (;xpressifs  de  —  i ,  —  ?.,  —  3  et  —  ^,  qui  rappellent  cette 
corrélation. 

Observons  cti  outre  (jue  les  orieiilallous  dont  les  indices  dif- 
fèrent de  deux   unités   sont   |)('r|>cu(li(ulaires  Tune  à  l'autre,    par 


I  î 

2 
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suite  de  la  sul)sLilulion  réciproque  de  leurs  deux,  éléments,  vertical 
et  horizontal,  (jui  s'échangent  en  conservant  leur  longueur. 

Les  inclinaisons  sur  les  axes  des  deux  orientations  comprises 
dans  le  même  quadrant  sont  réciproques;  ces  deux  orientations 
sont  symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  parallèle  à 
l'une  des  diagonales  de  l'échiquier.  Les  inclinaisons  des  orienta- 
tions successives  i,  2,  3,  4^  ^7  ^:  7,^  sont  ainsi  égales  à  -»  2 

2 

—  2  avec  pas  dans  le  sens  positif,  puis  à  la  même  série  avec  pas  dans 
le  sens  négatif. 

D'après  les  principes  de  la  Géométrie  des  quinconces,  les  incli- 
naisons des  divers  sauts  du  cavalier  les  uns  sur  les  autres  sont 
commensurables. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  ceux  dont  les  indices  orienta- 
teurs  diffèrent  de  deux  unités  sont  perpendiculaires,  et  de  trois 
unités  sont  parallèles  et  de  sens  contraires.  L'inclinaison  de  deux 
sauts  voisins  dans  le  même  angle  coordonné  est  de 

timgUarctang^j  z= -, 

chacun  d'eux  étant  incliné  de  -  sur  la  bissectrice.   L'Inclinaison 

de  deux  sauts  voisins  dans  des  angles  adjacents,  ayant  leur  bissec- 
trice parallèle  à  cet  axe,  est  de 

4  /  I , 

-  =  tan"    2  ai-ctancf  -    , 


complémentaire  de  la  précédente,   ce  qui  résulte  de  la  perpendl- 
cularité  des  sauts  dont  les  Indices  diffèrent  de  deux  unités. 


Marches  rentrantes. 

On  donne  le  nom  de  marche  lentrcuite  du  cavalier  sur  l'échi- 
quier à  une  série  de  sauts  consécutifs,  exécutés  entre  des  cases 
comprises  dans  les  limites  de  l'échiquier  fini,  que  nous  prendrons 
carré  et  de  huit  pas  de  côté,  selon  la  coutume,  de  telle  sorte  que 
la  pièce  partie  d'une  case  revienne  par  un  dernier  saut  de  sa  der- 
nière station  à  la  première  sans  s'être  reposée  deux  fois   sur  une 

G. 
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même  case.  La  lii^nc  polygonale  réunissant  les  centres  des  cases 
successivement  visitées  est  la  trace  de  la  marche  ;  elle  n'admet 
pas  de  points  doubles  en  ses  sommets  et  se  ferme  si  la  marche  est 
rentrante;  elle  oflVe  dès  lors  l'avantage  de  pouvoir  être  parcourue 
d'une  course  continue,  dans  l'un  et  l'autre  sens,  en  partant  de  l'une 
quelconque  des  cases  de  station. 

Le  problème  connu  dans  le  monde  des  échecs  sous  le  nom  de 
prohlhine  cl' Euler  consiste  à  fournir  une  marche  rentrante  com- 
prenant soixante-quatre  sauts  sur  les  soixante-quatre  cases  dont  se 
compose  l'échiquier  pratique.  Disons  en  passant  que  le  célèbre 
géomètre  n'a  nullement  résolu  la  question  théorique,  dont  Van- 
dermonde  a  le  premier  donné  un  rudiment  de  solution  dans  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  l'ylcadéniie  des  Sciences  de  1771 , 
si  nos  souvenirs  ne  sont  pas  en  défaut. 

Euler  avait  simplement  trouvé  une  marche  particulière,  d'ailleurs 
disgracieuse,  dépourvue  de  symétrie  et  se  prêtant  peu  à  des 
remarques  utiles.  Vandermonde,  au  contraire,  avait  établi  un  mode 
de  recherches  devant  amener  fatalement  celui  qui  en  suivra  les 
règles  à  tomber  sur  une  solution  du  problème,  si  toutefois  il  en 
existe  réellement,  restriction  que  l'auteur  omet  de  signaler.  La 
démonstration  théorique  et  a  priori  de  l'existence  d'une  solution, 
que  personne  à  notre  connaissance  n'a  encore  tentée,  serait  des 
plus  intéressantes,  bien  que  l'obtention  empirique  de  marches  con- 
nues permette  de  ne  pas  la  considérer  comme  tout  à  fait  indis- 
pensable. 

Nos  premières  recherches  personnelles  sur  le  problème  d'Euler 
datent  de  1861,  époque  à  laquelle,  de  concert  avec  M.  Siméon, 
alors  notre  camarade  à  l'Ecole  de  Metz,  nous  avions  été  conduit 
à  adopter  une  méthode  de  recherche  comprenant  en  quelque 
sorte  celle  de  Vandermonde  ((jui  nous  était  du  reste  inconnue), 
mais  en  différant  par  certains  détails  des  ])lus  utiles  pour  abréger 
considérablement  le  travail  empirique  de  la  recherche  d'une  marche. 
Nous  n'entrerons  pas  ici  dans  l'explication  de  ces  premiers  essais, 
que  nous  avions  laissés  décote  après  avoir  constaté  l'existence  de 
marches  régulières,  et  dont  le  résultat  ne  contenait  encore  qu'en 
germe  la  méthode  moins  imparfaite  et  déjà  rationnelle  que  nous 
nous  proposons  d'exposer  ici. 
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Marches  rentrantes  partielles. 


En  dehors  des  marches  rentrantes  complètes,  sohitions  particu- 
lières du  problème,  englobant  dans  une  même  série  toutes  les  cases 
de  l'échiquier  comme  stations  successives  de  soixante-quatre  sauts 
ramenant  la  pièce  à  son  point  de  départ,  nous  considérerons  les 
marches  rentrantes  partielles  où  le  cavalier  revient  à  son  point 
(le  départ  au  bout  d'un  nombre  moindre  de  sauts,  soumis  à  la 
même  restriction,  faite  une  fois  pour  toutes,  de  ne  jamais  se  re- 
poser deux  l'ois  sur  la  même  case.  Il  est  à  observer  que,  le  cavalier 
changeant  allernativement  de  couleur  sur  l'échiquier  marqueté 
suivant  la  mosaïque  ordinaire  des  carreaux  alternés  de  blanc  et 
de  noir,  les  marches  rentrantes  partielles,  dont  l'existence  évi- 
dente n'est  pas  à  démontrer,  se  composent  toujours  d'un  nombre 
pair  de  cases  et  de  même  d'un  nombre  pair  de  sauts  ou  côtés,  en 
y  comprenant  celui  de  fermeture,  ramenant  au  point  de  départ. 
Ce  dernier  sera  remplacé  par  un  côté  de  soudure  lorsqu'on  voudra 
réunir  deux  marches  rentrantes  en  une  seule,  et  le  nombre  des 
côtés  ne  changera  pas. 

Les  marches  rentrantes  partielles  se  créent  d'elles-mêmes  par  les 
sauts  successifs  d'un  cavalier  abandonné  au  pur  caprice  de  la  main 
qui  le  supporte  et  c[ui  viendra  se  poser  à  un  moment  donné  sur  une 
case  déjà  visitée;  la  portion  de  sa  course  comprise  entre  les  deux 
passages  constitue  une  marche  rentrante. 

Ces  marches  peuvent  être  des  plus  irrégulières,  quant  à  la  forme 
du  polygone  où  les  sauts  seraient  représentés  par  la  droite  unissant 
les  centres  des  deux  cases  du  levé  et  du  posé.  D'autres,  au  contraire, 
peuvent  présenter  une  certaine  régularité;  elles  offrent  alors  un 
intérêt  réel,  aussi  bien  pour  parvenir  par  leurs  combinaisons  entre 
elles  à  la  constitution  de  marches  rentrantes  complètes,  faciles, 
simples  et  régulières,  qu'à  faciliter  le  classement  de  ces  dernières. 

Il  peuty  avoir  des  marches  rentrantes  de  2,  4?  ^>  •  •  •?  '^^^  cases 
ou  sauts  («^32). 

Les  marches  rentrantes  de  deux  sauts,  soit  l'aller  d'une  case  à 
l'une  quelconque  des  huit,  constituant  la  rosace  du  cavalier,  qui 
sont  les  extrémités  des  rayons  issus  de  la  case  origine  sous  les  huit 
orientations  possibles  (mais  dont  un  certain   nombre  peuvent  dis- 
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paraître,  six  au  iiia\iiiuirn,en  raison  des  limites  de  l'échiquier),  suivi 
du  retour  de  la  seconde  à  la  première,  ne  sont  point  à  considérer. 
Autrement  en  est-il  de  celles  de  quatre  cases,  qui  sont  en  quelque 
sorte  la  clef  des  solutions  du  problème  qui  nous  occupe,  et  qui 
formeront  les  éléments  des  marches  plus  étendues  présentant  la 
plus  complète  régularité. 

I.  Observons  dès  le  principe  que,  si  l'on  décompose  un  poly- 
gone fermé  dessinant  une  marche  rentrante  en  deux  portions, 
les  résultantes  des  deux  portions  (définies  comme  en  Géométrie 
pour  les  contours)  seront  égales  et  de  sens  contraires,  puisqu'elles 
ferment  les  deux  polygones  en  les  prenant  en  sens  inverses  pour 
conserverie  sens  de  parcours  continu  des  deux  portions. 

Réciproquement,  deux  marches  ayant  leurs  résultantes  de  fer- 
meture égales  et  de  sens  opposés  entre  deux  cases  identiques 
peuvent  être  réunies  en  une  marche  rentrante,  à  condition  de 
n'avoir  aucune  case  de  station  commune. 

En  conséquence,  si  une  marche  peut  être  divisée  en  deux  por- 
tions composées  de  sauts  réciproquement  parallèles  deux  à  deux 
et  de  sens  inversesdans  l'une  et  l'autre  portion,  quel  que  soit  d'ail- 
leurs l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  dans  chaque  portion  les 
éléments  correspondant  aux  éléments  successifs  de  l'autre,  la 
marche  totale  sera  i^entrante.  A  fortiori,  toute  marche  dont  les 
deux  moitiés  sont  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un 
point  central  sera  rentrante  sur  elle-même,  car  elle  satisfait  à  la 
condition  précédente,  les  éléments  parallèles  et  opposés  se  succé- 
dant de  plus  dans  le  même  ordre. 

II.  Une  série  de  casés  parcourues  suivant  une  marche  ren- 
trante permet  de  prendre  pour  point  de  départ  l'une  quelconque 
d'entre  elles  et  de  parcourir  à  partir  de  cette  origine  choisie  tout 
le  polygone  suivant  deux  marches  rentrantes  de  sens  inverses, que 
nous  désignerons  sous  les  dénominations  de  sens  positif,  ou  dex- 
Lrorsum,  et  négatif,  ou  sinistrorsmn,  suivant  le  sens  général  de 
rotation  de  la  normale,  celui  suivant  lequel,  en  cas  d'inflexions 
diverses,  la  rotation  totale  excède  de  36o°  la  rotation  en  sens 
opposé. 

ITT.    Soient  d(Mi\   niarc-hes  reniranles  l'une  cl    l'aulre  sur  elles- 
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mêmes,  cliemmaiil  cùle  à  cote  ou  s'enclicvèlranl  sur  récliiquier, 
mais  sans  avoir  une  seule  case  de  station  commune;  considérons 
deux  cases  à  distance  de  saut  de  cavalier  prises  sur  l'une  et  l'autre 
marclic,  et  coupons  les  deux  marches  suivant  ces  deux  cases  ;  puis 
l'éunissons-les  en  une  seule,  le  saut  d'une  coupure  à  l'autre  servant 
de  trait  d'union.  L'accolement  des  deux  marches,  suivant  qu'on  les 
considérera  comme  parcourues  individuellement  dans  le  sens  po- 
sitif ou  dans  le  sens  néi^atif,  donnera  quatre  marches  avant  pour 
cases  de  départ  et  d'arrivée  les  (juatre  combinaisons  de  cases  voi- 
sines, dans  l'une  et  l'auti'e  marche,  de  la  case  de  rupture. 

IV.  Deux  marches  rentrantes  dans  de  telles  conditions  ayant 
été  soudées  l'une  à  l'autre  par  les  cases  de  rupture  A  et  X,  si  deux 
des  cases  a  etx,  réciproquement  adjacentes  à  la  case  de  rupture 
de  la  marche  dont  elles  font  partie,  sont  à  distance  de  saut  de  ca- 
valier l'une  de  l'autre,  celle  des  quatre  marches  qui  les  prend  pour 
extrêmes  est  rentrante.  Des  trois  autres  l'une  peut  encore  être 
rentrante,  celle  des  deux  autres  cases  prises  pour  extrêmes,  ou 
bien  les  trois  marches  restent  à  point  d'arrêt. 

V.  L'accolement  de  deux  marches  en  une  seule  suivant  deux 
cases  de  rupture  et  soudure  à  distance  de  saut  de  cavalier  sup- 
prime ainsi, dans  l'une  et  dans  l'autre,  l'un  à  volonté  des  éléments 
adjacents  aux  cases  de  soudure  et  les  unissant  aux  cases  extrêmes 
de  la  marche  résultante.  Ces  suppressions,  faites  suivant  les  quatre 
combinaisons  admissibles,  constituent  quatre  circuits  différents 
])0uvant  être  parcourus  l'un  et  l'autre  dans  deux  sens.  Si  dans 
l'une  de  ces  combinaisons  arbitraires  les  éléments  sont  parallèles 
et  de  même  sens,  à  partir  de  la  case  de  soudure,  la  marche  com- 
plète qui  en  résultera  sera  rentrante,  d'après  une  remarque  anté- 
rieure, comme  composée  de  deux  polygones  à  résultantes  paral- 
lèles et  de  sens  opposés,  puisque  les  cases  de  rupture  doivent  être 
considérées  dans  l'un  des  deux  polygones  à  accoler  comme  case 
d'arrivée  et  dans  l'autre  comme  case  de  départ. 

Ainsi  deux  marches  rentrantes  sur  elle-même  l'une  et  l'autre 
pourront  être  réunies  l'une  à  l'autre  pour  former  une  marche 
rentrante  également  si  l'on  peut  trouver  deux  cases  de  l'une  et  de 
l'autre  en  communication  par  saut  de  cavalier  et  telles  que  l'élé- 
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ment  de  marche  adjacent  soit  de  direclion  et  de  sens  identiques 
dans  l'un  et  l'autre  circuit. 

Celle  remarque  fort  utile  est  d'ailleurs  évidente,  puisque  les 
deux  éléments  supprimés,  le  cùté  de  soudure  des  deux  marches 
et  le  saut  de  fermeture,  ou  seconde  soudure,  dans  le  cas  où  la 
marche  totale  sera  rentrante,  étant  tous  les  quatre  de  même  lon- 
gueur, forment  un  losange  dont  les  cases  de  rupture  occupent  un 
côté.  Ce  losange,  marche  rentrante  de  quatre  sauts  du   cavalier, 
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peut  être  carre  ou  avoir  ses  deux  cotes  adjacents  inclines  a  -• 

V.  En  conséqu(;nce  de  ces  principes  généraux,  nous  allons  élu- 
dier  la  formation  de  marches  renlrantes  à  éléments  symétriques 
et  réguliers,  d'abord  simples  et  formées  des  plus  petits  nombres 
de  sauts,  puis  en  nombre  de  sauts  croissant  par  l'accolement  de 
marches  formées  au  préalable  dans  les  conditions  voulues  pour 
que  la  marche  résultante  soit  rentrante  sur  elle-même.  Les  marches 
rentrantes  partielles  qui  se  présenteront  d'elles-mêmes  sont  celles 
de  quatre  sauts,  de  seize  sauts  composées  de  quatre  marches  de 
quatre  sauts,  et  celles  de  soixante-quatre  sauts  formées  de  l'acco- 
lement de  quatre  marches  de  seize  sauts. 

Des  combinaisons  diverses  de  fragments  réguliers  de  ces  di- 
verses marches  partielles  permettront  de  faire  décrire  au  cavalier 
des  figures  symétriques  aussi  élégantes  que  variées,  sans  la  moindre 
difficulté,  en  se  posant  des  conditions  particulières.  Ajoutons 
que,  avant  essayé  de  nous  afii-anchir  de  l'emploi  de  cesmarches  pour 
la  formation  en  tâtonnant  de  marches  complètes,  nous  y  avons 
toujours  été  ramené  malgré  nous,  ce  qui  nous  confirme  dans  l'opi- 
nion qu'elles  représentent  la  clef  véritable  de  la  solution  générale 
du  problème.  Mais  nous  ferons  précéder  cette  partie  essentielle 
de  notre  étude  de  quelques  réflexions  imporlantcs  sur  la  division 
logique  de  l'échiquier  la  plus  propre  à  nous  servir  de  guide  dans 
une  voie  encore  Inexplorée. 
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Division  de  l'échiquier  en  quatre  quartiers;  leur  corrélation  ('). 

Nous  considérerons  l'échitjuier  vulgaire  comme  divisé  en  quatre 
([uartiers  par  les  médianes  des  côtés  opposés.  Chacun  de  ces  quar- 
tiers, que  nous  numéroterons  T,  II,  III,  IV  en  partant  du  supé- 
rieur gauche  et  suivant  le  sens  de  rotation  positive,  est  formé 
d'un  carré  de  quatre  cases  de  côté;  prisa  part,  les  quatre  quartiers 
sont  tous  identiques  les  uns  aux.  autres  ;  accoléspour  former  l'échi- 
quier, ils  se  distinguent  par  leur  orientation  ou  la  couleur  de  la 
case  angulaire  libre.  Au  point  de  vue  de  leur  composition  en 
cases  blanches  et  noires,  ou  paires  et  impaires,  d'après  le  numéro 
d'ordre  de  station  dans  une  marche  rentrante  de  soixante-quatre 
sauts,  ces  quartiers  peuvent  èti'e  mis  en  corrélation  de  diverses  ma- 
nières distinctes,  eu  égard  aux  diverses  symétries  de  la  mosaïque 
échiquéenne,  dont  les  médianes  sont  axes  de  symétrie  quant  à  la 
forme,  et  les  diagonales  de  l'échiquier  axes  au  double  point  de 
vue  des  formes  et  des  couleurs,  ou  parité  du  numéro  des  cases. 
Nous  remarquerons  les  corrélations  suivantes  : 

i**  Par  coulisses,  ou  glissement  parallèle  d'un  quartier  sur  son 
corrélatif;  les  coulisses  sont  formées  pour  deux  quartiers  adjacents 
parleurs  deux  côtés  en  ligne  droite,  côté  et  médiane  parallèles  de 
l'échiquier  total;  pour  deux  quartiers  opposés  par  le  sommet  par 
les  diagonales  des  deux  autres  quartiers,  parallèles  à  la  diagonale 
commune  aux  deux  quartiers  comparés  l'un  à  l'autre  ; 

2°  Par  symétrie  par  rapport  à  l'une  des  médianes  pour  deux 
quartiers  adjacents  seulement; 

3°  Par  symétrie  par  rapport  à  un  point  central  pour  deux  quar- 
tiers quelconques,  comme  pour  les  coulisses;  le  centre  de  symé- 
trie sera  le  centre  même  de  l'échiquier  pour  deux  quartiers  oppo- 
sés, le  milieu  du  côté  de  contact  pour  deux  adjacents,  c'est-à-dire 
toujours  le  milieu  de  la  limite  commune. 

Observons,  ce  qui  nous  sera  extrêmement  précieux  dans  la  suite, 
que  les  cases  se  correspondant  l'une  à  l'autre  dans  deux  quartiers 


(')  Nous  ne  donnons  pas  avec  le  texte  un  certain  nombre  de  figures  que  le  lecteur 
peut  établir  sans  difficulté;  il  lera  toutefois  bien  de  les  construire  à  part  dans  le  but 
de  rendre  la  lorliire  plus  facile  et  plus  claire. 
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en  corrélation  par  coulisses  ou  par  centre  sont  toujours  de  même 
parité,  et  que  les  cases  correspondantes  par  symétrie  axile  des 
médianes  sont  de  parités  ou  couleurs  contraires.  De  plus,  dans  la  sy- 
métrie par  coulisses  seule,  les  cases  correspondantes  sont  toujours 
à  distance  de  deux  sauts  de  cavalier,  c'est-à-dire  forment  les 
extrémités  non  communes  de  deux  éléments  consécutifs  dans  une 
même  marche. 


Marches  rentrantes  élémentaires  dans  un  même  quartier 

(de  quatre  sauts). 

Nous  avons  vu  que  les  marches  rentrantes  de  deux  sauts  exécutés 
successivement  dans  les  deux  sens  sur  le  même  élément  sont  sans 
intérêt^  nous  passerons  donc  de  suite  à  l'étude  des  marches  d'ordre 
immédiatement  supérieur,  c'est-à-dire  de  quatre  sauts,  que  nous 
prendrons  comme  marches  élémentaires. 

Lorsque  les  deux  cases  en  diagonale  ne  sont  point  situées  sur 
une  même  parallèle  aux  côtés  de  l'échiquier,  les  quatre  cases  de 
la  marche  sont  comprises  dans  l'intérieur  d'une  surface  égale  à 
l'un  des  quartiers;  nous  les  étudierons  donc  dans  ces  derniers. 


V\(r.     I. 


.... 

ry 

c- 

b 

CL 

En  vertu  de  la  symétrie  géométrique  du  quartier  isolé,  relative- 
ment à  ses  quatre  côtés,  et  de  la  possibilité  de  commencer  une 
marche  rentrante  en  l'une  quelconque  de  ses  cases,  nous  pouvons 
choisir  sur  le  carré  de  seize  cases  qui  figure  un  quartier  l'une  des 
quatre  cases  a,  h,  c,  cl,  situées  sur  un  même  côté,  comme  point  de 
départ  ou  origine  de  la  marche.  On  voit  alors  immédiatement 
(pie  cliaciine  de  ces  cases  définit  une  ninrchc  rcnlranlc  (lislirulc 
composée  dr  ipialrc  onscs  :   les  dcu\   cases  angulaires  du  (|iiaiiiei' 
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servant  de   base  à   un   circuit  en   losange  à  côtés  inclinés  au  -j 

dont  la  case  origine  occupe  l'extrémité  de  la  grande  diagonale 
commune  avec  le  quartier  et  j)arallèle  à  l'une  de  celles  de  l'éclil- 
(juicr;  les  deux  cases  intermédiaires  Z>  et  cdéterminant  des  marches 
en   carré  dont   les    côtés    sont  parallèles   aux    deux   orientations 

I  et  3,  ou  2  et  4  de  même  parité,  inclinées  de  -  ou  2  sur  l'un  ou 

l'autre  axe.  Chacun  de  ces  quatre  circuits,  en  lesquels  se  groupent 
les  seize  cases  du  quartier  d'une  manière  parfaitement  distincte  et 
sans  arbitraire,  peut  être  parcouru  d'ailleurs  dans  le  sens  positif" 
ou  dans  le  sens  négatif. 

Marches  partielles  rentrantes  régulières  en  voltes  (de  seize  sauts). 

Supposons  l'une  de  ces  marches  élémentaires  tracée  à  la  fois 
sur  les  quatre  quartiers,  que  l'on  orientera  de  la  même  manière  en 
les  replaçant  sur  l'échiquier  ;  elles  se  correspondront  par  coulisses 
dans  les  quartiers  adjacents  deux  à  deux  et  peuvent  dès  lors  se 
souder  en  une  seule  marche  parla  suppression  d'un  côté  à  chacune 
d'elles,  la  case  d'entrée  dans  les  marches  élémentaires  successives 
étant  indifférente,  puisque  la  marche  est  rentrante. 

On  remarquera  que,  pour  souder  les  marches  élémentaires  d'un 
quartier  à  l'autre,  il  est  nécessaire  de  suivre  ceux-ci  dans  un  ordre 
de  rotation  continu,  c'est-à-dire  de  ne  souder  que  des  quartiers 
adjacents  deux  à  deux;  or,  ce  sont  précisément  ceux  qui  se  cor- 
respondent par  coulisses  de  même  que  les  marches  tracées  sur 
chacun  d'eux. 

Le  côté  de  jonction  entre  deux  marches  élémentaires  successives 
étant  à  cheval  sur  le  côté  commun  aux  deux  quartiers  adjacents, 
la  case  d'entrée  dans  ce  second  quartier  sera  située  sur  le  côté  de 
la  marche  le  plus  rapproché  du  côté  commun  aux  deux  quartiers. 
Cela  posé,  si  la  marche  se  continue  dans  le  sens  C[ui  vient  d'être 
observé  pour  le  passage  du  quartier  précédent  à  celui  où  est  dé- 
crite la  marche,  le  troisième  côté  décrit  sera  l'un  des  deux  voisins 
du  quartier  suivant  et  permettra,  par  la  suppression  du  quatrième 
côté,  de  souder  la  marche  au  circuit  dessiné  dans  le  quartier  sui- 
vant; dans  le  cas  où  r(ju  \oudrait  poursuivre  la  marche  dans  le 
sens  op|)()S(',  la  (pialiiènie  case  se  trouverai!  l'une  des   deux  éloi- 
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fanées  du  quartier  suivant  et  le  passage  à  la  marche  élémentaire 
suivante  deviendrait  impossible. 

On  voit  donc  que,  si  Ton  décrit  dans  un  premier  quartier  la 
marche  élémentaire  dessinée  de  manière  à  la  souder  à  la  marche 
du  quartier  suivant  dans  le  sens  de  la  rotation,  le  sens  de  la  marche 
sera  fixé  par  l'ordre  dans  lequel  on  veut  visiter  les  divers  quartiers, 
qu'à  son  tour  il  fixe  le  choix  de  celle  des  deux  lignes  de  soudure 
possibles  entre  les  deux  circuits  des  cjuartiers  voisins,  mais  dont 
une  seule  permet  de  réunir  le  circuit  intermédiaire  à  ses  deux  ad- 
jacents dans  un  parcours  continu. 

La  case  d'entrée  dans  un  quartier  et  le  sens  de  visite  des  quar- 
tiers, le  même  que  le  sens  général  de  rotation  dans  la  marche,  dé- 
terminent ainsi  la  case  de  sortie  de  ce  quartier  et  par  elle  la  case 
d'entrée  dans  le  suivant.  Celle-ci,  de  même  couleur  ou  parité  que 
la  case  initiale  du  premier,  lui  correspondra  soit  par  paral- 
lélisme ou  coulisses,  soit  par  symétrie  centrale  par  rapport  au  mi- 
lieu du  côté  mitoyen  aux  deux  quartiers  ;  dans  l'un  et  dans  l'autre 
cas,  la  marche  décrite  par  symétrie  devra  se  produire  dans  le  même 
sens  que  précédemment. 

Quel  que  soit  le  coté  supprimé  à  la  marche  élémentaire  dans  le 
premier  quartier  pour  la  souder  à  celle  du  second,  il  sera  parallèle 
à  celui  qui  resterait  à  parcourir  pour  fermer  cette  dernière,  et 
qui  sera  supprimé  à  son  tour  pour  efl'ectuer  la  soudure  entre  les 
marches  élémentaires  du  second  et  du  troisième  quartier;  le  sens 
en  sera  le  même  si  la  corrélation  des  marches  a  été  laite  par  cou- 
lisses, et  inverse  si  elle  a  été  obtenue  au  contraire  par  symétrie 
centrale. 

On  s'assurera  aisément,  par  la  construction  des  quatre  dia- 
grammes correspondant  aux  quatre  marches  résultant  respective- 
ment de  la  réunion  en  une  seule  des  marches  similaires  dans  les 
quatre  quartiers,  et  pour  les  quatre  types  a,  h,  c,  d  (voir  fig.  2, 
types  A,  B,  C,  D),  que,  sur  les  quatre  corrélations  obtenues,  deux 
sont  centrales  et  deux  par  coulisses,  alternativement,  quel  que 
soit  celui  des  quatre  types  considérés.  La  marche  est  donc  ren- 
trante, puisque  les  côtés  supprimés  se  compensent  d'une  part  et 
qu'il  en  est  de  même  des  côtés  ajoutés  d'autre  part.  Les  deux  moi- 
tiés d'une  même  marche  sont,  en  outre,  s\  métriques  pai  rapport 
au  centre  de  r<'Tlii(|uier. 


93 


iJiiu.s  CCS  diagrainiiu's,  les  miirchcs  sont  indiquées  par  les  juinié- 
ros  d'ordre  successifs  des  cases  parcourues. 
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Premier  type,  A  ;  vol  tes  en  losange  : 

Cases  I,  2,  3.  .  .  .,  i5,  i6,  I. 

Deuxième  type,  B;  voiles  en  carré  : 

Cases  17,  i8,  19,  .  .  . ,  3i,  '^■y.,  17. 
Troisième  lype,  C;  voiles  en  carré  : 

Cases  49,  5o,  5i ,  .  .    ,  64,  49- 
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(^ualriùine  tjjxî,  1-)  ;  voiles  en  losange  : 

Cases 33,  3i,  ...,  48,33. 

Ces  numéros  serviront  dorénavant  à  désigner  les  cases  qu'ils 
occupent  toutes  les  fois  qu'une  convention  particulière  n'aura  pas 
été  faite  au  préalable. 

On  vérifie  sur  la  composition  des  diagrammes  les  points  sur  les- 
quels nous  avons  appelé  l'attention,  et  l'on  constate  que  les  quatre 
marches  sont  non  seulement  rentrantes  sur  elles-mêmes,  mais 
encore  que  l'on  peut  accoler  deux  à  deux  les  marches  élémentaires 
pareilles  de  deux  quartiers  consécutifs  quelconques,  en  une  marche 
rentrante  de  seize  cases. 

On  remarquera  en  outre  que  les  marches  A  et  D  sont  symé- 
triques par  rapport  aux  médianes,  à  condition  de  parcourir  l'une 
d'elles  en  sens  inverse  de  l'autre.  Il  en  est  de  même  des  marches 
BetC. 

Nous  avons  ainsi,  avec  la  plus  grande  facilité,  groupé  les 
soixante-quatre  cases  de  l'échiquier  en  quatre  séries  de  seize  cases 
])Ouvant  être  parcourues  chacune  suivant  une  marche  rentrante 
d'une  parfaite  régularité. 

Chacune  de  ces  marches  se  compose  d'une  succession  de  quatre 
voltes  décrites  successivement  dans  les  quatre  quartiers  de  l'échi- 
quier sur  quatre  figures  quadrilatères  identiques  et  identiquement 
placées  dans  leurs  quartiers  respectifs,  parcourues  parallèlement 
par  groupes  de  deux  voisines  et  symétriquement  d'un  groupe  à 
l'autre. 

Les  figures  dessinées  par  ces  voltes  sont  des  losanges  dans  deux 
de  ces  séries  ou  tvpes  de  marche,  des  carrés  dans  les  deux  autres, 
les  grandes  diagonales  des  losanges  étant  l'une  des  diagonales  du 
quartier  qui  les  renferme  et  les  carrés  étant  inscrits  dans  le  pour- 
tour du  quartier. 

Le  sens  dans  lequel  sont  visités  les  quartiers  est  toujours  le  même 
que  celui  dans  lequel  sont  décrites  les  voltes,  c'est-à-dire  l'un  et 
l'autre  à  la  fois  dexti'ojsum  ou  sinistroi'siim. 

Les  diagrammes  ci-dessus  {/ig'  2)  représentent  les  quatre 
marches  types  dextrorsuni  distinctes.  Les  numéros  inscrits  sur  les 
cases  sont  indicateurs  des  époques  de  passage  du  cavalier  sur  ces 
cases  dans  In  marche  rentrante  complète  clextrorsian  de  soixante- 
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cjualrc;  sauls  la  plus  rcgulièrc  ([iie  nous  verrons  loiil  à  l'iicurc 
j)<)ii\()ir  «";lrc  ol)tenue  par  la  liaison  des  quatre  niarclies  parlielles 
typc.'s  de  seize  cases  qui  viennent  d'être  trouxées,  en  les  faisant 
succéder  dans  Tordre  AliDG  que  nous  verrons  en  même  temps 
devoir  être  observé  si  l'on  désire  éviter  un  changement  de  sens 
dans  le  parcours  d'une  partie  du  circuit. 

En  considérant  les  marches  symétriques  par  rapport  à  une  mé- 
diane de  l'échiquier  des  quatre  types  dextrorsum  précédentes,  on 
obtiendra  quatre  types  de  marches  à  la  fois  sinistrorsum  comme 
sens  de  description  des  voltes  et  de  visite  des  quartiers,  similitude 
de  sens  que  nous  savons  être  exigée  pour  la  possibilité  du  passage 
continu  d'un  quartier  à  l'autre,  passage  qui  se  fait  nécessairement 
entre  deux  éléments  ra|)prochés  de  la  limite  mitoyenne,  et  par  con- 
séquent qui  fait  suite  à  un  élément  se  dirigeant  vers  celui-ci. 

Or  une  telle  symétrie,  revenant  à  une  rotation  de  l'échiquier 
autour  de  la  médiane,  à  condition  qu'on  lira  la  marche  par  trans- 
parence sur  la  face  opposée,  peut  être  considérée  comme  une 
interversion  réciproque  des  diagonales.  Si  l'on  ne  considère  dès 
lors  que  la  figure  géométrique  du  circuit,  sans  se  préoccuper  du 
sens  de  la  description,  ni  delà  case  de  départ,  on  voit  que  les  voltes 
losanges  sont  simplement  interéchangées,  ainsi  que  les  voltes  en 
carré.  Mais,  tout  circuit  rentrant  pouvant  évidemment  être  par- 
couru dans  les  deux  sens  opposés,  le  nouveau,  en  le  décrivant  d'un 
sens  continu  contraire,  c'est-à-dire  à  la  fois  dextrorsum  pour 
la  description  des  voiles  et  la  visite  des  quartiers,  donnera  égale- 
ment une  marche  rentrante  de  soixante-quatre  cases.  Est-elle  dif- 
férente essentiellement  de  la  précédente? 

Les  deux  marches  A  et  D,  de  même  que  les  deux  marches  B  et  G, 
sont  symétriques  l'une  de  l'autre,  non  seulement  comme  figures 
géométriques,  mais  encore  comme  sens  de  la  marche,  dans  leur 
ensemble  de  marches  rentrantes  sur  elles-mêmes,  si  dans  chaque 
système  l'une  des  deux  marches  est  décrite  dans  le  sens  positif, 
l'autre  dans  le  sens  négatif. 

Lesmarches(/exf/'o/\9/f77/rentrantes  surelles-mêmes  de  seize  cases, 
obtenues  par  le  sens  positif  de  marche  sur  le  circuit  symétrique 
des  marches  types  A,  B,  C,  D,  sont  donc  mécaniquement  sem- 
blables aux  marches  primitives  D,  C,  B,  A.  A.u  point  de  vue  de  la 
description  sur  l'échiquier,  on  observera  que  les  couleurs  sont  in- 
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lervcrLics  dans  la  correspondance  de  symélric  par  les  axes,  el. 
comme  dans  une  marclic  continue  formée  de  voltes  successives,  la 
case  d'entrée  dans  une  volte  est  de  même  couleur  pour  toutes  et 
de  couleur  opposée  à  la  couleur  commune  à  toutes  les  cases  de 
sortie  des  mêmes  voltes,  les  cases  d'entrée  dans  les  voiles  de  A 
seront  les  symétriques  des  cases  de  sortie  des  voltes  symétriques 
de  celles  de  D,  et  réciproquement,  lorsque  les  marches  partielles 
de  seize  cases  A  et  D  feront  partie  d'une  même  marche  totale  de 
soixante-quatre  cases,  et  qu'il  en  sera  de  même  entre  les  marches 
Bet  C. 

La  marche  symétrique  d'une  marche  donnée,  comme  circuit  et 
sens  (image  de  cette  marche  sur  un  miroir  normal  à  l'échiquier  et 
tracé  suivant  la  médiane),  admettra  comme  cases  d'entrée  et  de 
sortie  réciproquement  les  images  des  cases  de  sortie  et  d'entrée 
dans  la  volte  qui  lui  donne  naissance  par  symétrie,  dans  le  cas  où 
l'on  voudra  retourner  le  sens  de  la  nouvelle  marche,  et,  comme  les 
couleurs  de  ces  cases  ont  été  interverties  par  la  symétrie,  et  que 
de  plus  le  changement  de  sens  intervertit  à  leur  tour  ces  cases  dans 
un  quartier  déterminé,  il  en  résulte  que  la  couleur  d'entrée  dans 
les  cases,  et  la  couleur  de  sortie  des  nouvelles  marches  obtenues 
sont  les  opposées  à  celles  des  premières  marches  et  que  la  sou- 
dure entre  les  différentes  marches  élémentaires  de  quatre  sauts  se 
fera  par  l'autre  combinaison  de  cases  en  communication  ;  ainsi, 
pour  la  marche  A  par  3-6,  5 -12,  ii-i4  et  i3-4,  et  de  même 
pour  les  trois  autres.  Les  nouvelles  marches  sont  donc  différentes 
des  premières  au  point  de  vue  de  l'échiquier  en  mosaïque  colorée. 
Il  n'en  est  plus  essentiellement  de  même  si  l'on  ne  considère  que 
la  forme  géométrique  des  circuits  et  leur  sens  de  description,  sans 
se  préoccuper  de  la  couleur  de  la  dalle  sur  laquelle  se  fait  le  posé. 
On  observe  en  effet  que,  si  l'on  superpose  deux  échiquiers  tels 
que  les  cases  se  recouvrant  soient  de  couleurs  inverses  dans  l'un  et 
dans  l'autre,  le  premier  système  de  marches  sera  décrit  sur  l'un 
d'eux  par  le  cavalier  qui  décrit  en  même  temps  le  second  système 
sur  le  second  échiquier,  sa  trace  supposée  traversant  le  dallage 
supérieur  pour  s'imprimer  à  la  fois  sur  les  deux. 

Or,  si  l'on  fait  pivoter  l'un  des  deux  échiquiers  autour  du  centre 
commun  d'un  quart  de  circonférence  en  supposant  qu'il  entraîne 
avec  lui  les  liaccs  laissées  par  la  pièce  avec  les  numéros  des  cases 
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visitées,  les  deux,  diagonales  de  même  eouleiir,  tout  à  l'Iieure  à 
angle  droit  dans  l'un  et  dans  l'aulrc,  viendront  se  superposer,  et, 
les  deux  échiquiers  devenant  identiques,  on  voit  que  le  cavalier 
décrivant  la  seconde  marche  n'a  pour  décrire  la  première  qu'à  dé- 
buter dans  le  quartier  suivant  et  à  la  case  qui  est  vue  du  centre  à 
augle  droit  de  la  case  initiale  de  la  marche  qu'il  décrivait  d'abord, 
et  à  même  distance,  puis  à  décrire  à  partir  de  ce  point  de  départ 
des  figures  identiques  aux  premières  et  qui  seront,  vues  du  centre, 
à  angle  droit  sur  elles. 

Dans  ce  mouvement,  les  marches  élémentaires  de  quatre  cases 
en  losange  s'intervertissent,  A  avec  D,  et  de  même  les  marches 
élémentaires  B  et  G  en  carré  comme  orientation,  mais  en  con- 
servant leur  coloration  individuelle  contraire  à  celle  du  système  de 
cases  sur  lesquelles  elles  viennent  se  placer. 

Si  donc  nous  considérons  une  des  marches  rentrantes  types  pri- 
mitives, A  par  exemple,  qu'on  forme  sa  symétrique  par  rapporta  la 
médiane,  qui  n'est  autre  que  la  marche  de  nature  semblable  D  par- 
courue en  sens  inverse,  et  qu'on  en  retourne  le  sens  de  description 
après  avoir  changé  la  case  de  départ  d'un  angle  droit,  c'est-à-dire 
de  quatre  unités  dans  son  numéro  d'ordre  (en  vertu  de  la  symétrie 
centrale  de  la  marche  sur  elle-même,  il  est  indifférent  de  faire  ce 
changement  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif),  on  ob- 
tiendra exactement  la  marche  rentrante  Aj  qui  serait  décrite  en 
réunissant  les  quatre  marches  élémentaires  a  par  la  seconde  com- 
binaison de  lignes  de  soudure,  la  première  ayant  donné  la  marche 
en  voltes  A, 

On  obtiendrait  de  même  au  moyen  des  marches  B,  C,  D,  par  sy- 
métrie et  retournement,  les  marches  Bi,  Gj,  Di,  qui  ne  sont  autres 
qucC,  B,  D  tournées  d'un  angle  droit  ou  décrites  sur  l'échiquier  à 
couleurs  inversées. 

Une  autre  rotation  d'un  angle  di'oit  rétablirait  le  système  pri- 
mllii. 

En  résumé,  il  n'existe,  au  point  de  vue  géométrique  pur,  qu'un 
groupe  de  quatre  marches  rentrantes  de  seize  cases  de  quatre  types 
déterminés;  mais  ces  types,  sur  l'échiquier  coloré,  donnent  chacun 
naissance  à  deux  marches  exactement  pareilles,  mais  exécutées 
réciproquement  sur  les  cases  de  couleurs  contraires.  Les  dia- 
grammes des  marches  A,,  B,,  Gj,  D,.  que  nous  donnerons  déve- 
VIII.  7 
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ioppés  plus  bas,  à  propos  de  la  formation  des  marches  complètes 
de  soixante-quatre  cases,  permettent  de  se  rendre  compte  par  la 
vue  seule  de  ces  vérités,  que  nous  avons  tenu  à  ne  devoir  qu'au 
raisonnement  géométrique. 

Ayant  obtenu  les  marches  naturelles  en  voltes  semblables  uni- 
formément décrites  dans  les  quatre  régions  de  l'échiquier,  symé- 
triques entre  elles  et  se  partageant  les  soixante-quatre  cases,  il 
nous  reste,  pour  résoudre  le  problème,  à  les  souder  entre  elles  de 
manière  à  ne  former  qu'une  seule  marche  s'étendant  à  toutes  les 
cases  de  l'échiquier.  Cette  liaison  se  fera  aisément,  comme  pour 
les  marches  élémentaires,  qui  par  leur  réunion  ont  donné  les 
marches  partielles  de  seize  cases;  les  marches  partielles  vont  à  leur 
tour  se  souder  les  unes  aux  autres  dans  toute  leur  intégrité,  sans 
aucun  fractionnement,  pour  donner  les  marches  entières  de  soixante- 
quatre  cases.  Cherchons  donc  les  modes  de  soudure  qu'admettent 
entre  elles  les  marches  de  types  différents. 

Quartiers  dérivés.  —  Soudure  des  marches  de  divers  types. 

Nous  avons  déjà  vu  que  les  voltes  de  même  type  se  sont  soudées 
les  unes  aux  autres  d'un  quartier  au  quartier  adjacent,  et  ainsi  de 
suite,  pour  donner  les  quatre  types  correspondants  de  marches 
partielles.  Pour  connaître  la  manière  dont  se  souderont  les  voltes 
de  noms  différents,  reportons-nous  à  la  rosace  formée  par  une  sta- 
tion du  cavalier  et  les  huit  cases  sur  lesquelles  il  peut  passer  d'un 
seul  saut  sur  réchiquier  indéfini  5  ces  huit  cases  d'arrivée  sont  ré- 
parties, sur  un  cercle  concentrique  au  centre  de  la  case  de  départ, 
en  groupes  de  deux  symétriques  par  rapport  aux  parallèles  menées 
par  celui-ci  aux  diagonales  de  Téchiquicr,  chaque  groupe  de  deux 
étant  dans  un  quadrant  différent  formé  par  les  parallèles  aux  côtés 
de  l'échiquier  menées  par  la  case  de  départ.  Elles  se  répartissent 
également  par  deux  sur  les  quatre  bandes  horizontales  ou  sur  les 
quatre  colonnes  verticales,  non  médianes,  du  carré  de  cinq  cases  de 
côté  ayant  son  centre  en  la  case  de  départ.  Sur  l'échiquier  limité, 
un  certain  nombre  de  ces  cases  d'arrivée  peuvent  disparaître  sui- 
vant la  position  de  la  case  de  départ,  et  dès  que  celle-ci  sort  du 
quartier  central  de  (pialre  cases  de  côté.  Ainsi  : 

Si  la  case  de  départ  est  située  sur  la  colonne  touclianl  au  côté 
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de  réchiquîcr,  deux  des  colonnes  eonlenant  les  cases  d'arrivée  dis- 
paraissent. 11  ne  reste  donc  plus  que  quatre  de  ces  dernières. 

Si  elle  est  voisine  de  la  colonne  frontière,  une  colonne  du  carré 
de  cinq  cases  disparaît,  et  avec  elle  deux  cases  d'arrivée. 

Si  elle  est  éloignée  de  la  colonne  frontière,  mais  sur  la  bande 
frontière,  ou  simplement  voisine  d'elle,  il  ne  reste  de  même  que 
quatre  ou  six  cases  d'arrivée. 

Si  la  case  de  départ  est  en  même  temps  rapprochée  des  deux 
limites  de  l'échiquier  formant  un  angle,  il  disparaîtra  la  somme 
des  cases  qui  ne  se  trouvent  pas  à  la  fois  dans  les  deux  groupes  à 
retrancher.  On  aura  ainsi  : 

1°  Pour  les  cases  angulaires,  deux  cases  d'arrivée  seulement; 

2°  Pour  les  cases  frontières  voisines  du  coin,  trois  cases  d'ar- 
rivée ; 

3**  Pour  les  autres  cases  frontières,  ainsi  que  la  case  diagonale 
voisine  du  coin,  quatre  cases  d'arrivée; 

4°  Pour  les  cases  tangentes  extérieurement  au  quartier  central, 
six  cases  d'arrivée  ; 

5°  Enfin,  pour  les  cases  intérieures  au  quartier  central,  huit 
cases  d'arrivée. 

On  sait  déjà  que,  les  marches  de  chaque  type  étant  rentrantes, 
chaque  case  est  nécessairement  en  communication  avec  deux  de 
son  système  ;  ces  deux  cases  sont  donc  à  retrancher  du  nombre 
total  pour  obtenir  le  maximum  de  cases  de  sortie  d'un  système 
dans  un  autre.  Cherchons  comment  les  marches  peuvent  se  souder 
dans  un  même  quartier. 

Un  simple  coup  d'œil  suffît  à  s'assurer  que,  dans  un  même 
quartier,  le  passage  d'une  volte  à  une  autre  ne  peut  s'effectuer  que 
simultanément  à  un  changement  dans  la  nature  de  la  volte,  c'est- 
à-dire  avec  alternance  de  carré  et  de  losange  ;  il  ne  peut,  du  reste, 
s'effectuer  que  d'une  case  centrale  à  vnie  case  de  pourtour  et 
réciproquement,  les  voltes  carrées  inscrites  dans  le  pourtour 
fournissant  les  communications  possibles  de  pourtour  à  pourtour. 
Il  en  résulte  immédiatement  que  les  voltes  en  losange  qui  se  ter- 
minent sur  l'un  des  angles  nécessitent  une  sortie  immédiate  du 
quartier  qui  ne  leur  offre  aucun  débouché  pour  continuer  la 
marche.  Les  voltes  en  losange  qui  ont  débuté  par  un  angle  aigu 
sxu'  le  pourtour  el  se  terminent    dès  lors  sur  un  angle  obtus  au 
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centre  peuvent  au  contraire  se  poursuivre  par  les  deux  marches 
différentes  en  carré  auxquelles  les  deux  cases  de  pourtour  en 
communication  avec  la  case  terminale  serviront  d'entrée  ;  ces  deux 
cases,  opposées  par  le  sommet  commun  et  symétriques  l'une  de 
l'autre  par  rapport  à  la  parallèle  à  la  diagonale  menée  par  la 
case  terminale  du  losange,  appartiennent  nécessairement  aux 
deux  marches  carrées  différentes,  en  raison  même  de  leur  conti- 
guïté. 

Notons  en  passant  que  les  marches  élémentaires,  étant  rentrantes, 
peuvent,  si  aucune  condition  particulière  ne  s'y  oppose,  quelle 
que  soit  la  case  d'entrée,  être  indifféremment  poursuivies  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  ce  qui  intervertit  simplement  le  premier 
côté  et  la  résultante  des  trois  autres,  et  change  la  case  d'arrivée 
avec  son  opposée  diagonale  dans  la  volte. 

Les  voltes  carrées  dont  les  cases  frontières  d'un  côté  et  voi- 
sines de  la  frontière  de  l'autre  n'ont  que  trois  cases  d'arrivée,  et 
par  suite  une  seule  de  marclie  différente,  ne  peuvent  se  continuer 
dans  le  même  quartier  que  par  une  seule  case  d'entrée  et  suivant 
la  marche  en  losange,  qui  dans  le  carré  a  la  petite  diagonale  de 
la  couleur  commune  aux  cases  d'entrée  de  toutes  les  voltes  (mais 
dans  les  deux  sens  de  parcours). 

On  voit  donc  que,  suivant  la  couleur  de  la  case  de  départ  ou 
d'entrée  dans  les  diverses  voltes,  les  passages  d'une  volte  en  carré 
à  une  volte  en  losange  dans  le  même  quartier  ne  pourront  se  faire 
que  sur  la  marche  type  en  losange,  qui  comprend  les  cases  angu- 
laires de  l'échiquier  de  couleur  opposée  à  la  case  d'entrée. 

Si  nous  formons  un  quartier  dérivé  par  l'accolement  des  deux 
demi-quartiers  contigus  à  iine  médiane  de  l'échiquier,  cette  mé- 
diane, côté  mitoyen  des  deux  quartiers  primitifs,  devient  la  mé- 
diane du  quartier  dérivé;  les  cases  angulaires  des  côtés  des 
quartiers  primitifs  perpendiculaires  au  côté  mitoyen  deviennent 
les  cases  intermédiaires  des  mêmes  côtés  du  quartier  dérivé,  et 
réciproquement. 

Si  le  côté  mitoyen  est  vertical,  les  cases  appartenant  aux  mêmes 
marches  restent  unies  en  une  marche  rentrante  de  quatre  cases, 
mais  de  nom  différent;  les  marches  A,  lî,  C,  D  deviennent  réci- 
proquement C,  1),  A,  H  en  avançant  de  deux  rangs.  Si  le  côt('' 
mitoven  est  horizontid,   la   pcirnnialion   de  marche  se  fait  encore 


—  loi  - 

avec  cIiangcmcuL  de  forme,  mais  de  voisine  à  voisine.  A,  H,  C,  J) 
devenant  réciproquement  B,  A,  D,  Cj  du  quartier  dérivé. 

Si  l'on  forme  le  dérivé  de  deux  quartiers  de  l'échiquier,  ainsi 
que  le  dérivé  des  deux  autres,  on  aura  deux  nouveaux  quartiers 
accolés  suivant  la  médiane  en  dehors  de  l'accolcment  précédent, 
l'^n  les  dérivant  par  rapport  à  cette  médiane,  on  obtient  le  quartier 
central  de  l'échiquier,  et  les  cases  appartenant  aux  diverses 
marches  des  quartiers  primitifs  se  grouperont  de  manière  à  for- 
mer les  marches  symétriques  du  quartier  doublement  dérivé,  soit 
A  et  D  permutant  entre  elles  ainsi  que  B  et  C. 

Les  cases  par  lesquelles  se  soudent  les  marches  dans  deux 
(Hiartiers  voisins,  distantes  de  deux  pas  l'une  de  l'autre  dans  le 
sens  d'un  des  cotés  et  d'un  seul  dans  l'autre,  appartiennent  l'une 
et  l'autre  au  quartier  dérivé  des  deux,  et,  par  conséquent,  les  règles 
(le  passage  d'une  volte  à  l'autre  avec  changement  de  quartier  se 
déduiront  des  règles  de  passage  dans  le  môme  quartier,  eu  égard 
aux  modifications  de  marche  introduites  par  la  dérivation.  On 
constate  ainsi  que,  dans  le  passage  d'un  quartier  au  suivant  : 

Les  marches  en  losange  se  terminant  à  un  angle  aigu  (couleur 
[)aire)  (*)  se  soudent  dans  le  carré  suivant,  soit  à  l'angle  obtus  de 
la  marche  losange  de  même  nom,  soit  à  une  seule  marche  en 
carré  :  celle  qui,  sur  la  médiane  aussi  bien  que  sur  le  pourtour  de 
l'échiquier,  lui  est  contiguë  si  le  côté  mitoyen  traversé  est  ver- 
tical ;  celle  qui  ne  lui  est  pas  contiguë  si  le  côté  mitoyen  est  au 
contraire  horizontal. 

Les  marches  en  losange  terminées  sur  un  angle  obtus  (égale- 
ment couleur  paire)  se  soudent  dans  le  carré  suivant  à  l'angle 
aigu  de  leur  homonyme  et  de  môme  à  une  seule  marche  en  carré , 
celle  de  même  qui,  par  les  cases  sur  la  médiane  ou  sur  le  pourtour 
de  l'échiquier,  lui  est  contiguë  ou  non,  suivant  que  le  côté  mitoyen 
est  vertical  ou  horizontal. 

Enfin  les  marches  en  carré  se  soudent  également  à  leurs  homo- 
nymes de  même  orientation  dans  le  carré  voisin,  et  de  plus  à  l'une 
et  l'autre  des  marches  en  losange,  à  l'angle  obtus  de  celle  qui  sur 
le  pourtour  lui  est  contiguë,  à  l'angle  aigu  de  celle  qui  ne  la  touche 


(')  On  suppose  la  marche  débutant  à  l'une  dos  cases  d'entrée,  et  par  suite  les  cases 
d'entrée  toutes  impaires,  les  cases  de  sortie  toutes  paires. 
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point  sur  les  médianes  ou  le  contour  de  réchiquier  si  le  côté 
mitoyen  est  vertical,  aux  angles  contraires  s'il  est  horizontal. 

En  règle  générale,  dans  le  même  quartier  comme  d'un  quartier 
à  l'autre,  une  marche  se  soude  à  elle-même;  mais  le  changement 
de  marche  ne  s'effectue  que  conjointement  à  un  changement  dans 
la  nature  losange  ou  carrée  de  la  volte. 

Lorsque  l'on  soude  une  marche  à  une  autre,  le  sens  de  des- 
cription de  la  seconde  doit  être  observé  de  manière  à  ne  pas 
rejeter  la  case  de  sortie  de  sa  première  volte  vers  l'extérieur,  sous 
peine  de  ne  pouvoir  être  continuée;  suivant  que  la  case  d'entrée 
est  intérieure  ou  extérieure  au  quartier  central  de  l'échiquier,  il  y 
aura  possibilité  de  poursuivre  la  marche  dans  les  deux  sens  sur  le 
circuit  nouveau  en  modifiant  suivant  le  sens  les  lignes  de  soudure, 
ou  bien  on  devra  adopter  le  sens  unique  qui  débute  par  cotover 
la  frontière  extérieure. 

Autre  observation.  Si  l'on  cherche  à  parcourir  le  plus  de  cases 
possible  dans  le  même  quartier,  on  n'aura  point  la  faculté  d'éviter 
la  description  par  voiles;  il  sera  d'ailleurs  impossible  d'y  souder 
plus  de  trois  voltes  consécutives,  l'intermédiaire  étant  l'une  des 
voltes  en  carré,  soudée  de  part  et  d'autre  aux  deux  voltes  en 
losange;  la  soudure  étant  nécessairement  sur  les  angles  obtus  de 
celles-ci,  les  cases  d'entrée  de  la  première  décrite  et  de  sortie  de 
la  dernière  seront  sur  les  angles  aigus  et,  par  suite,  ne  communi- 
queront qu'avec  l'extérieur.  On  peut  d'ailleurs  souder  l'une  ou 
l'autre  des  voltes  carrées  aux  deux  voltes  losanges. 

[A  suivre.) 
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i:XTl{AHS  DES  PROCES -VERBAUX 


SÉANCE  DU  7  NOVEMBRE   1879. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    JORDAN. 


C omniunicnlions  : 

M.  Lagucrre  :  Sni-  la  fonction  exponentielle. 

M.  Lucas  :  Sui^  la  résolution  des  équations  indéterminées  du 


troisième  degré. 


M.   Halphen  :  Sur  quelques  cas  singuliers  du  mouvement  d'un 
solide. 

M.   Rodel  :  Su/-  le  tracé  des  courbes  usuelles. 


SÉANCE  DU  21  NOVEMBRE  1879. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    DE    POLÎGNAC. 

élection  :  M.  Weill,  ancien  élève  de  TÉcole  Polytechnique, 
présenté  à  la  dernière  séance  par  MM.  Lucas  et  Fouret,  est  élu 
Membre  de  la  Société. 

Commujiications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d' une 
fonction  qui  satisjait  a  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  à 
coefficients  rationnels. 

M.  Lebon  :  Sur  l' arête  de  rehroussement  de  la  développahle 
circonscrite  à  deux  coniques. 

M.  Halphen  :  Sur  la  théorie  des  caractéristiques  de  M.  Schu- 
bert. 
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SÉANCE   DU   o  DÉCEiMBlU"    1879. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    JORDAN. 

Conmiunication  : 
M. 


[.   Laguerre  :  Sur  la JoncUon\  — 


SÉANCE  DU   19  DÉCEMBRE  1879. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    JORDAN. 

Communication  : 

M.  EUing  Ilolst  :  Suf^  un  nouveau  priiicipe  de  Géométrie. 
La  SociéLc  décide  que  la  séance  du  2  janvier  i88o  n'aura  pas 
lieu  et  que  les  élections  seront  reportées  au  1 6  janvier. 


SÉANCE  DU  l(j  .JANVIER   1880. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    JORDAN. 

Élections  :  Le  Bureau  et  le  Conseil  sont  renouvelés  comme  l'in- 
dique Tétat  qui  est  au  commencement  du  Volume. 

M.   Halphen  lit  le  Rapport  de  la  Commission  de  comptabilité. 

M.  Elling  Holst,  stipendiât  à  l'Université  de  Christiania,  pré- 
senté à  la  dernière  séance  par  MM.  de  Polignac  et  Stephanos,  est 
élu  Membre  de  la  Société. 

M.  Svilokossitsch,  ingénieur,  présenté  à  la  dernière  séance  par 
MM.  Darboux  et  Stephanos,  est  élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.   Halphen  :  Sur  une  formule  d'Analyse. 

M.  Worms  de  Romilly  :  Sur  certaines  équations  différentielles 
obtenues  par  l'élimination  de  deux  Jonctions  arbitraires. 

M.  Halphen  communique  la  réponse  de  M.  Schubert  aux  ob- 
jections qu'il  hii  avait  faites  dans  une  séance  précédente. 

M.  Léautc  dépose  une  Note  Sur  le  calcul  approché  par  la  mé- 
thode de  Poncelct  des  radicaux  de  la  forme  y/.r* — y'^. 
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SÉANCE  DU  G  FÉVRIER    18  80. 

PRÉSIDENCE   DE    AI.   JORDAN. 

Elections  : 

M.  Léauté,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  présenté  à  la 
dernière  séance  par  MM.  André  et  Collignon,  est  élu  Membre  de 
la  Société. 

M.  Hunibert,  élève-ingénieur  des  Mines,  présenté  à  la  dernière 
séance  par  MM.  Jordan  et  Fouret,  est  élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Caron  présente  le  modèle  en  plâtre  d'une  surface  du  troi- 
sième degré  auec  ses  vifigt-sej)t  droites  et  donne  des  explications 
sur  l'épure  de  cette  surface. 

M.  Stephanos  :  Sur  une  ])ropriété fondamentale  des  connexes 
conjugués. 

M.  Darboux  :  Sur  la  résolution  de  l'équatioti  du  cinquième 
degré  et  sur  les  équations  du  cinquième  degré  résolubles  par  ra- 
dicaux. 

M.  Laisant  :  Sur  les  fonctions  i-^'  et  ( —  i)-^. 


SÉANCE  DU  20  FÉVRIER  1880. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    DE    POLIGN.VC. 

Communications  : 

M.  Lagucrre  :  Sur  les  équations  numériques. 

M.   Haag  :  Sur  les  équations  différentielles  de  la  forme 

^  /     d"\Y  d"y 
/_L  \      d.r.'"-    dx" 

dans  lesquelles  m  -\-  Ji=  aK. 

M.  Halplien  :  Sur  les  surfices  minima. 

M.  de  Polignac  :  Sur  les  ranùf  cations  et  sur  le  problème  des 
quatre  couleurs. 

M.  Laquière  adresse  un  Mémoire  intitulé  Solutions  régulières 
du  problème  d' Euler  el  une  Note  Sur  une  question  de  probabilité. 
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SÉANCE  DU  -i  MARS   1880. 

PRÉSIDENCE   DC    M.    JORDAN. 

Communie  Citions  : 

M.   Darboux  :  Sur  l'intégration  des  systèmes  d'équations  dij- 
férentielles  linéaires . 

M.   de  Polignac  :  Sur  la  tliéorie  des  ramifications. 

M.  Rodct  :  Sur  les  procédés  de  calcul  en  usage  chez  les  Chinois. 

M,   Humberl  :  Sur  l'équation  hjpergéométrique. 


SEANCE  DU  11)  MARS   1880. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   JORD.\N. 

Communications  : 

M.  lluml)ert  :  Sur  le  développement  d' une  fonction  suivant  les 
puissances  croissantes  d' un  polynôme . 

M.    Halphen   :   Sur  les  polynômes  X,  Y,  Z»   donnant    lieu   à 

l'identité 

X'"-f- Y"4-Z/'  =  o, 

m,  n  et  p  étant  entiers. 

M.  Laquièrc  adresse  deux  Notes,  l'une  Sur  la  Géométrie  de  l'é- 
chiquier, l'autre  Sur  les  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés 
sous  des  angles  donnés. 


Note  sur  le  calcul  approché  par  la  méthode  de  Poncelet 
des  radicaux  de  la  forme  \jx- — y-;  par  M.  Léalté. 

(Séance  du  iG  janvier  i88o.) 

La  méthode  géométrique  indiquée  par  le  général  Poncelet  pour 
remplacer,  avec  une  approximation  connue,  le  radical  \jx'-{-j- 
par  une  fonction  linéaire  «.r-f-|Sr,  s'applique,  comme  il  l'a  de- 


107 


inonlré  lui-même  ('),  au  calcul  a[)proclié  du  radical  sjx- — j^;  les 
lormules  auxquelles  on  arrive  dans  ces  deux  cas,  tant  pour  la  valeur 
des  coefficients  que  pour  celle  de  l'erreur  commise,  n'ont  aucune 
analogie  apparente,  bien  que,  a  ptiori,  une  relation  étroite  doive 
cependant  exister  entre  elles.  Le  calcul  montre,  en  effet,  que  les 
résultats  auxquels  on  est  conduit  dans  chaque  cas  ne  diffèrent  que 
par  le  changement  des  fonctions  circulaires  en  fonctions  hyper- 
boliques. Il  m'a  paru  intéressant  d'établir  ce  point,  qui  permet  de 
réduire  de  moitié  les  formules  à  employer,  et  de  remplacer  toute 
la  théorie,  que  l'on  est  obligé  de  faire  à  nouveau  pour  le  calcul 
approché  du  second  radical,  par  une  simple  remarque  après  le 
calcul  du  premier. 

La  présente  Note  a  donc  pour  but  d'établir  que  les  valeurs  des 
(îoefficients  ot.  et  |3,  ainsi  que  celle  de  l'erreur  commise,  restent 
identiquement  les  mêmes  lorsqu'on  passe  du  radical  sjx- -\-J-  au 
radical  y/x^ — j-,  à  la  seule  condition  de  changer  alors  les  lignes 
trigonométriques  en  lignes  hyperboliques,  ou,  si  l'on  veut,  à  la 
seule  condition  de  remplacer  dans  le  calcul  la  Table  de  logarithmes 
ordinaires  par  une  Table  de  fonctions  hyperboliques. 

Posons 

y/^2  _  yl  _  f.^ 

et  prenons  le  cas  le  plus  général  où  ^  varie  entre  les  deux  li- 
mites K'  et  K". 

Traçons  l'hyperbole  équilatère 

dont  l'écpialion  peut  s'écrire 

.r  =  c  coshyp//. 
>  =:  f  sinhypw, 

et  marcpions  sur  elle  les  deux  points  A  et  B,  dont  les  arguments  u 


('■)  l  oii-  lu  théoiip  tic  l'oucelcl,  Cours  de  Mccuiii<{uc  (ipiili'iuec  aux  iritirhiiics,  pu- 
blic ii;ir  !\l.  Kietz,  p.  (OÇ),  Note  I.  Sur  la  valeur  linéaire  i-l  rationnelle  i/cs  radicaux 
de  la  forme  \j a' -t-  A',  \l  a'  ~  Ir 
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cl  u"  sont  défiaj.s  par  les  relations 

tangliyp//=  VJ , 
tanghyp//"=  K". 

Le  problème  revient,  comme  l'on  sait,  à  former  l'équation  de 
la  droite  A"B"  située  à  égale  distance  de  la  corde  AB  et  de  la 
tangente  parallèle  la  plus  voisine  t^'W .  Quant  à  la  limite  de  l'er- 
reur, elle  a  pour  expression 

_  01  —  01' 

'  ~  ôï^Tôi  '  ' 

[  et  r  étant  les  points  d'intersection  de  l'axe  0.r  avec  les  droites 
AB  et  A'B'. 

Cela  rappelé,  l'équation  de  la  droite  AB  est 


.r  c  co?,\\j['m'  ccosliyp«" 
y  csinliyp»'  csiuhyp//" 
I  I  I 


o, 


qui  [)('ut  s  écrire 

n'  +  //' 
X coshyp  


jsinhyp 


II'  -\-  Il 


Il  — ■  // 
coshyj)  =0. 


L'équation  de  la  tangente  A'B'  est 


X  cosliy[) 


j  siiihyp 


//'  H-  u" 


et,  par  suite,  on  a,  pour  équation  de  la  droite  A"B", 


a'  coshyp 


coshyp h  I 


jsinhyp 


On  déduit  de  là 


coslivp 


//'  4-  II" 


sin  hvp 


//  +  n 


II"  —  II 
coshyp y — 


n'—u' 
coshyp ^ — 


10!) 


Ainsi,  1  expression    linéaire  à  suhsLiluer  an   radical   \Jx-  —  )- 
élant  prise  sous  la  forme  a.x'  —  ^y,  on  a 

,        h'  +  u" 
cosnyp  


Il  —  Il 
cosnyp 


4 

Qiianl  à  l'erreur  commise,  elle  a  ponr  limite 


coshyj 


Ces  trois  formules  sont  identiques  à  celles  trouvées  par  Poncelet 

dans  le  cas  de  \]x--\-y-,  sauf  le  changement  des  lignes  trlgono- 
métriques  en  fonctions  hyperboliques;  le  calcul  s'effectuera  donc 
de  la  même  manière,  sous  la  seule  réserve  de  remplacer  les  Tables 
de  logarithmes  ordinaires  par  les  Tables  de  Hoiiel. 


JReniar(/nes  sur  les  foncfions  i^'  et  ( — i)-^;  par  M.  Laisant. 

(Séance  du  6  février  i88o.) 

Le  plus  souvent,  dans  l'étude  de  la  fonction  exponentielle  a-^, 
on  ne  considère  qu'incidemment  le  cas  où  a  est  négatif.  On  se 
contente  de  dire  que,  dans  ce  cas,  la  fonction  est  de  forme  bizarre, 
qu'elle  donne  lieu  à  une  infinité  de  valeurs  réelles,  aussi  rappro- 
chées les  unes  des  autres  qu'on  le  voudra,  et  dans  les  intervalles 
desquelles  restent  des  infinités  de  valeurs  imaginaires. 

On  ajoute  que,  si  l'on  veut  figurer  cette  fonction  par  une  courbe, 
on  trouve  des  points  isolés  les  uns  des  autres  et  indéfiniment 
rapprochés. 
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Tout  cela  ne  laisse  pas  que  d'être  assez  obscur.  Jl  nie  semble 
pourtant  qu'on  pourrait  sans  trop  de  peine  éclaircir  ces  notions, 
enlever  à  la  fonction  ( — ay  le  caractère  un  peu  mystérieux  qu'elle 
présente  au  premier  abord,  et  montrer  qu'elle  est  loin  d'offrir  la 
moindre  discontinuité. 

A  mon  avis,  toute  la  difficulté  vient  d'une  définition  insuffi- 
sante, et  aussi  de  ce  que  l'on  ne  s'habitue  pas  assez  facilement  à 
l'idée  du  passage,  sans  discontinuité,  des  valeurs  réelles  aux.  va- 
leurs imaginaires. 

Prenons  tout  simplement  d'abord  la  fonction 

nous  pouvons  l'écrire 

j^  =  a^  i^f 

en  appelant  a^  la  valeur  arithmétique,  essentiellement  positive. 
Examinons  maintenant  le  second  facteur  i-*  ;  nous  pouvons  écrire 

I  =  cos  2  /  7T  +  /  sin  2  /i  -  =  £^^'", 

suivant  la  notation  de  M.  Bellavitis. 
Delà 

La  fonction,  comme  on  le  voit,  est  donc  infiniliforme,  puisqu'on 
peut  donner  à  A  une  valeur  entière  quelconque.  Pour  définir  com- 
plètement la  fonction,  il  faut  donc  se  donner  cette  valeur  de  k.  Si 
alors  on  fait  varier  a:  de  — go  à  -f-co  en  lui  conservant  des  valeurs 
réelles,  l'extrémité  de  i-^,  représentée  à  la  manière  accoutumée, 
parcourra  sans  discontinuité  la  circonférence  de  rayon  i  ayant  son 
centre  à  l'origine. 

Les  valeurs  de  .r  telles  que  aAx  soit  entier,  mais  celles-là  seu- 
lement, donneront  pourj'  des  valeurs  réelles.  Par  exemple,  si  nous 
avons  choisi  k  =  6,  nous  aurons 


les  valeurs  -■>  -•,  -,  »  77?  —   de  x  donneront  des  valeurs  réelles; 
9.     3     4    "     '  2 

mais,  de  o  à  — •>   aucune  valeur  de  .r  ne  saurait   donner  iiour  î-^" 

une  v.'deur  réelle. 
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(^LiaiU  à  la  loncl\onj'^=  a'',  son  extrciiiilc  parcourl  évitlemmciil. 
une  spirale  logarithmique  a_yanl  son  pôle  à  l'origine.  Cette  spirale 
(x^upe  l'axe  polaire  au  point  G,  distant  du  pôle  d'une  longueur 
égaie  à  l'unité.  Elle  le  coupe  aussi  à  la  distance  OA=a,  l'épon- 
dant  à  a;  =  i.  Mais,  entre  ces  deux  points,  la  spirale  a  fait  un 
nombre  A",  plus  ou  moins  grand,  de  circonvolutions. 

Des  considérations  tout  à  fait  analogues  sont  applicables  à  la 
fonction 

dont  nous  avons  parlé  en  commençant.  Il  faut,  ici  encore,  définir 
la  fonction  ( — i)^'  en  se  donnant  une  fois  pour  toutes  la  valeur 
de  A",  et  l'extrémité  dey  parcourt  une  spirale  logarithmique.  Cette 
courbe  coupe  l'axe  polaire  à  la  distance  -4- i  de  l'origine,  répon- 
dant à  j:=  o,  puis  à  la  distance  — a,  répondant  à  x  =  i.  Entre 
ces  deux  points,  elle  fait  un  nombre  impair,  plus  ou  moins  grand, 
de  demi-circonvolutions. 

Nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  outre  me- 
sure sur  ces  notions  très  simples,  qui  font  bien  reconnaître  la  né- 
cessité de  définir  avec  précision  les  fonctions  avant  de  les  soumettre 
au  calcul. 

Bornons-nous  seulement  aux  remarques  suivantes  : 

Lorsqu'on  dit,  comme  on  en  a  coutume,  que  i^  est  constam- 
ment égal  à  I,  c'est  qu'on  suppose  implicitement  k=o  dans  la 
relation  de  définition  i-*=  e-^''-'''.  La  spirale  a"^  se  réduit  alors  à 
l'axe  polaire. 

Lorsqu'on  dit,  comme  on  en  a  coutume,  que  ( — i)*^  affecte  une 
infinité  de  valeurs  réelles,  aussi  rapprochées  les  unes  des  autres 
que  l'on  voudra  et  séparées  par  des  infinités  de  valeurs  imagi- 
naires, c'est  qu'on  suppose  implicitement  A  =  co  dans  la  relation 
de  définition  ( — i)'^^^  £(2A+o^x.  La  spirale  ( — a)^'  décrit  alors  une 
infinité  de  circonvolutions  entre  les  points  -f-  i  et  — a  situés  sur 
l'axe  polaire. 

Ce  rapprochement  ne  fait-il  pas  ressortir  d'une  manière  frap- 
pante la  contradiction  dans  laquelle  on  tombe,  faute  de  défini- 
lion  suffisante? 
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Sur  ié(]a(Uion  lijjyergcomélriquo;   par  M.  Humbeut. 

(Séance  dii  5  mars  iSXo.) 

Considérons  l'équation  difTcrcnlicllc  du  second  ordre 

(,)  (.x-^-  l)/'  +  [(>  -f-  u.  +  2).r  H-  ().  -  u.]]y  4-  Fj  =  G, 

à  laquelle  on  peut  toujours  ramener  l'équalion  de  Gauss;  pour 
abréger,  nous  l'écrirons  souvent 

(2)  Ay'+Gy  +  F.)=ro. 

I.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  polynôme 
entier  de  degré  n  satisfasse  à  l'équation  (i)  est  que  n  soit  racine 
de  l'équation  du  second  degré 

(3)  «(/«  —  l)  +().  +  a  +  2)«  +  F=:0, 

l'autre  racine  n'étant  pas  en  même   temps  entière  et  inférieure 
à  n  —  I . 

Plus  généralement,  si  l'on  pose 

A  =z  A,r-+  B.r  -4-  C, 
G  =  D,r  +  E, 

n  devra  être  racine  de 

(3')  A/^(//  — i)  H-D« -t-F  =  o. 

Cette  équation  joue  un  grand  rôle  dans  la  théorie  qui  va  suivre  ; 
nous  l'appellerons  l'équation  ca?Yiclérislù/uc  de  l'équalion  (i). 

II.  Jacobi  a  donné  une  expression  du  polynôme  qui  satisfait 
à  l'équation  différentielle  (i);  nous  emploierons  la  même  expres- 
sion, mise  sous  une  forme  un  peu  plus  générale. 

Soit  K[x)  une  fonction  satisfaisant  à  la  relation 

Iv  "~  A* 

Je  dis  que,  si  l'équation  caractéristique  (3')  a  une  racine  entière  et 
p()sili\e  /i,   une  solution  de  ré<|iiali(>n  différentielle  sera  le  polv- 
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iiniHc  (le  tl('i;r(';  // 

Il  siillil,  [)oiir  le  inonlrcr,   d'ôcriro 

z  =  IvA"    ', 

z        G  +  l'«  —  i]a' 


A2'=c.[G-h  (/f-l)A']; 

en  prenant  les  dérivées  d'ordre  (/^  H-  i)  des  deux  membres  de  cette 
relation  et  posant  zJ"''=  —  j)  ,,  on  retrouve  l'équation  (2). 
Il  est  d'ailleurs  évident,  à  cause  de  la  relation 

K'G 

que  V,t  est  un  polvnôme  entier  de  degré  n. 

La  formule  (4)  est  plus  commode,  dans  les  calculs,  que  celle 
de  Jacobi  ;  elle  ne  nécessite  aucune  transformation  préalable  de 
l'équation  (2),  et  elle  s'applique  aux  équations  de  la  forme 

(B,r  +  C)j-"  +  (D.r  +  E)j'  +  F  =  o, 

B  pouvant  être  égal  à  zéro  ou  difierent  de  zéro. 

Elle  donne  même,  dans  ce  cas,  des  résultats  intéressants  par 
l'introduction  de  fonctions  transcendantes  que  la  formule  de  Ja- 
cobi ne  laissait  pas  prévoir  immédiatement. 

Ici,  en  effet,  si  B^  o, 


K' 

= 

MB 

-  N, 

K 

B./  ^  C 

K 

3^ 

(B.r-4-  C 

M,- 

N 

On  aura  donc  ici 

P=  (B.r  +  c;'-"e^''D„6^-^'  (B.r  +  €)"  +  "    '. 
Si  B  =  o. 

—  =  2D'.r-4-E', 

K 

K  ^-eï>'-°-  +  K'', 

VIII. 
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et,  par  suite, 

p^p-(i)'.^+F.'.)D„e"'  '-»■•-. 

III.  Il  est  un  cas  où  la  formule  (4)  ne  donne  rien  :  c'est  celui  où 
K  A"   '  =:  const. 

On  peut  s'assurer  d'ailleurs  que  la  formule  de  .Tacobi  est  également 
en  défaut. 

On  a,  dans  ce  cas, 

R'              /?  —  1   A' 
K= 1~' 

par  suite 

G  -h  [n  —  r  A  '  ^  G 

ou 

( D./'  +  E '  -^  ( //  —  I W 2  A.r  +  B ':  =  o, 

D  4-  3.  A  {//  —  •  =  o, 
E  4-     lî  (  //  —  I  ;  =  o. 

(^omme  n  satisfait  à  l'équation 

A // (  «  —  I    -f- D // -+- F  =  o, 

on  aura 

F  —  An   n  —  i )  =  o 

ou 

F 

—  =  nn  —  II. 
A 

La  seconde  racine  de  l'équation  caractéristique  sera  donc  (/;  —  i). 
Par  suite,  on  aura  la  solution 

P„_,=  A"D„.,  ^. 

A 

On  s'assure  ensuite  directenienl  ([ue  le  polynôme 

y.r  -u  '5 
P„  =  A"  D„_, — ^ 


satisfait  à  l'équation  diflérentielle. 

On  voit  que  celte  solution  renlcrme  la  jirécédenle. 
Donc  la  solution  la  plus  générale  de  l'équalion 

'  A  .r*  -f-  Il.r  -)-  Cl"  —     //  —  r  (  ?.  Ax  H-  B  '  .)  '  +  A  //  '  //  —  I  J-  =:  o 


—  II.-)  — 

l'sl  dunnéc;  par  la  lorinulc 


P„  —  A"  D 


ii-\ 


A 

Cf.  el  /3  étant  deiiv  constantes  arbitraires. 

W .   Cela  posé,  nous  allons  arriver  à  d'autres  expressions  des 
solutions  de  l'équation  (i)  de  la  manière  suivante. 
Faisons  dans  cette  équation  la  substitution 

,v  =  «?(•'■)• 

Nous  arriverons  à  une  équation  en  u  du  second  ordre. 

En  exprimant  qu'elle  est  de  la  forme  (i),  nous  déterminerons 
^(jc)  ;  dès  lors,  à  une  expression  de  u  va  correspondre  une  expres- 
sion de  y. 

Sans  entrer  dans  les  détails  du  calcul,  les  substitutions  ré- 
pondant à  la  question  seront  les  suivantes  : 

(A)  _>•=  (.r  —  i)-"^  (.r   4- l)-^-«, 

(B)  r  —  '^x  —  xy^u, 

(C)  r=[.T.  -^\)-f-n. 

Nous  allons  les  étudier  successivement  (*). 
V.  Substitution  (  A  )  : 

r  =  [  ,r  —  I  )-'■  ( ,/;  +  \  )—'^  u . 

On  trouve,  pour  l'équation  en  //, 

[x-  —  I  )  u"  +  [( —  /  —  ,"  +  ^-  )  ■■''  —  >^  +  f^]  «'  -+-  Fj  «  =  o. 

Plus  généralement,  cette  substitution  revient  à 

A 

y  =  ~  r/  ■) 
Iv 

et  Ton  a 

Ml"  -H  "'  (  9.  A-  —  G  )  ■+-  «  (  F  +  A"  —  G'  )  =  o. 


(')  Ces  subslitulions  ont  été  données  sous  une  autre  forme  par  Jacobi,  dans  son 
Mémoire  posthume  Sur  l'ét] nation  de  Gauss. 
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L'cqualion  caracléristiquc  est  ici 

(5)  An'{/z'  —  i)  +  (4A  —  D)«'-t-  F  +  2A  —  D  =  o. 

C'est  la  transformée  de   ré([iialion  caractéristique  primitive  (3) 
par  la  substitution 

n'  -h  >  =;  —  /i. 

Si  donc  une  racine  de  l'écjuation  caractéristique 

A//[n  —  I  )  +  D  //  -h  F  =  G 

est  entière  et  négative,  — ni,  l'équation  (4)  aura  la  racine  7??  —  i. 
La  formule  (4).  appliquée  à  l'équation  difTérentielle  en  «,  donne, 
après  un  calcul  facile,  la  solution 

K  ^         A"' 
et  par  suite,  pour  l'équation  en  >  , 


J  =  D, 


K 


Avec  la  forme  (i)  on  aura 

r  =  D,„_i(.r 

VI.   Suh.'ititulio/i  (B)  : 


,,■    .^_  ,j-;.-^m-l. 


.r  —  1  i"    II. 


On  trouve  que  les  racines  de  l'équation  caractéristique  nouvelle 
sont  celles  de  l'équation  (3),  augmentées  de  l. 

Si  donc  71  -h'k  est  entier,  la  formule  (4)  donnera  une  expression 
de  u.  On  a  ainsi  pour  j}^  : 

1°  Si  //  H-  )^  est  entier  et  positif, 

r  =  (  .r  -4-  I  )-:^ D„+).  (  ./•-  -,;,"(  .r  -M  :  >-+:^  ; 
2"  Si  n  -+-  /  est  entier  et  négatif, 


^■  =  (.r-.)--^D_„_,_,(.r--i; 


.r  +  I 


Vil.    Siihsiilnlion  (G)  : 


)  ==(./•  —  x^-''"-  tt. 
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l'allé  (loiiiic  dt,'  iikmih;  : 

1"   Si  «  -f-  fx  est  enli(^r  el  posilil", 

j=(:r-jj-^D„^,(.r--'-,)«(,r-l)-^-^^ 

li"  Si  // +      est  entier  et  négatif", 

j-  =  (.r  ^  I  )-;^D_„_,_,  (,r^  -  I  ]-"-'{x  -  I  r'--'- 

VIll.  Les  deux  derniers  paragraphes  nous  permettent  d'ex- 
primer par  des  dérivées  les  solutions  d'équations  différentielles 
auxquelles  la  formule  de  Jacobi  ou  la  formule  (4)  n'est  pas  appli- 
cable  iniiiiédiatenienl. 

Il  peut  se  faire  en  efTet  que  n  ne  soit  pas  entier  et  que  ji  -i-1  le 
soit. 

Nous  allons,  par  exemple,  retrouver  deux  formules  connues, 
dues  à  Jacobi. 

L'équation 


admet  pour  solutions  les  fonctions 

sin  (  m  -^ I  arccosx, 


cos  I  w  H 1  arccos,/;. 


Or   l=z  u= :   prenant  n  = —  :   //  +  /.  =  m  ,    on    ti'ouve 

facilement 


sin  1  w  H 1  (aiTcos./- 


i  .3.  .  ."y.in  —  I 


'    \     '  (■■'■—     l''  y.  /  ,  ,111+1,  .,,,_i 

"?.  /       i  .6.  .  .2/11  —  l 


IX.  Appliquons  les  substitutions  (B)  et  (C)  aux  équations  dif- 
férentielles qu'on  obtient  en  différentiant/^  fois  le  premier  membre 

dc(.): 

(6)  '    Orz=(.r'--l)3"-h[(>-f-/J  +  y.+;,  +  o.).r-^  A-a]/ 

Les  racines  de  l'équation  (3)  étant /^  eiii',  celles  de  l'équation 
caractéristique  nouvelle  sont 

//  —  p     et     //  —  /) , 
Faisons  la  substitution  (B): 

Z  m  (./;  —  Ij-  '—/'//. 

Les  racines  de  Féquation  caractéristique  correspondant  à  l'équa- 
tion en  u  seront 

//  —  p  -]-  ).  +/>  =  «  +  ).. 

On  a  donc  ce  tliéort-nic  : 

Las trfinsfo/niéas  de  l'équation  (i)  et  des  é(iu(Uions dérwées par 
les  substitutions 

j^[.v  -\-  i  ]-•'■-'' Il 
ont  même  équation  caractéristique. 

X.  Dans  ce  qui  précède,  on  n'a  fait  aucune  hypothèse  sur  le 
signe  de /;.  Si  /)  est  positif,  l'équation  (6)  s'obtient  en  différen- 
tiant  p  fois  l'équation  (i);  s\  p  est  négatif  et  égal  à — //,  c'est 
l'équation  (i)  qui  s'obtient  en  difï'érentiant  //  fois  l'équation  (6). 

Dans  les  deux  cas,  nous  représenterons  les  solutions  de  l'é- 
quation (6)  par  T)Pj,  où  y  représente  une  solution  de  (i). 

Si/^^o,  cette  expression  sera  une  dérivée;  9i/7<^o,  ce  sera  une 
intégrale. 

XI.  Il  résulte  de  là  que,  si  «  -f-  X  est  entier  et  positif,  nous 
pourrons  exprimer  une  solution  de  l'équation  (i),  ses  dérivées  et 
ses  intégrales  par  une  fonction  contenant  une  dérivée  d'indice  con- 
stant. 
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On  aura  ainsi 

Dj,j  =  {x-i-  i]-^-''  D„+,{x'  —  I  )"(./•  -t-  I  ;:^+''-^/-  (.r  —  l  )-''. 
Si  de  même  n  -+-  u  est  entier  et  positif, 

D„y  =  [x  —  i)~'''-''D„^.J^y'  —  i]"{.r  —  i  )"^+:-+/'(./;  -M]-". 

11  y  aura  une  discussion  à  faire  pour  chercher  si  ces  expressions 
représentent  hien  les  dérivées  d'une  même  sokition  de  l'équa- 
tion (i).  Nous  allons  donner  quelques  exemples. 

XII.    Polynômes  de  Legendre.  —  X„  satisfait  à  l'équation 

( X-  —  I  ],)  " -T-  ixy'  —  n[n  -\-  i)y  -=^0. 

ici  X  =  p  =  o,    // H- X  =  « -h  a  =  «. 

L'équation  (6)  aura  donc  pour  solutions 

(.r-+-  \)-l'D„[x  +  i)"+l'[x—  l]"-'' 

et 

(.».•—  i)-/'D,,  ,./•  —  i]"-^i'  [x  -^  I  )"-/'. 

Ces  deux  expressions,  tant  que  p  est  compris  entre  —  «  et  -j-  n, 
jeprésentent  des  polynômes  entiers  de  degré  n  —  p. 

Comme  X„  est  le  seul  polynôme  satisfaisant  à  l'équation  diffé- 
rentielle écrite  plus  haut,  ces  deux  expressions  représentent,  à  un 
facteur  constant  près,  D^X„. 

On  a  donc 

D,X„  r=  — i^  D„(.r  4-  .)'-/'(..  -  I)"-", 


'1'-"—  .,,._,\/^ 


On  a  de  même 


D_,x„  =  r^^,  D.  (  ■'■  +  0"-'1^  -  0"""- 


On  en  déduit  la  formule  connue 


n     X 


Xlll.    Appliquons  les  mêmes  formules  à  l'équation 

(.,.'-  _  ,  1  y"  ^_  .r>  '  -  (m  +  -  )  'y  =z  „. 
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On  Iroiive,  après  une  discussion  facile, 

C 


Djj  sin«  arccosx  z=:  :  D,„  (.r  —  i 


C 


X  —   I 


(3n  en  déduit,  par  un  calcul  analogue  à  celui  qu'on  a  ("ait  pour  X„, 

D„f,,_,i  sin  'm  -i-4^  arccos.r 


D,,  cos  [  ///  +  ^]  arc  cus.r 

D-i-,,—!)  cos(/»  -f-^t  arccos.7- 

D/j  sin  ^  w  -+-  T7  arccos.r 


A{.r2-  iV'-i 


Fonnulcs  eL  considchnt.ions  diverses  se  vapportanl  à  la  iJworic 
des  rainijicdtioiis',  par  M.  de  Polignac. 

(Séance  du  3  mars  i8So.) 
I. 

J'appellerai  indislinclcmenl  (irhi-e,  ramificalion ,  arborescence 
une  figure  tracée  sur  nn  plan  composé  de  branches  et  de  nœuds 
satisfaisant  à  la  loi  suivante  : 

De  chaque  nœud,  on  peut,  en  suivant  ces  branches,  pan'enir  à 
nn  nœud,  (/uclconque,  mais  par  un  seul  chemin. 

Les  nœuds  sont  les  points  d'intersection  des  l)ranclies,  celles-ci 
des  lignes  droites  ou  courbes,  mais  sans  points  doubles,  la  loi  qui 
vient  d'être  énoncée  cxcliiaDt  les  contours  fermés. 

De  pareilles  configurations  ont  été  d'abord  étudiées  par  M.  C. 
Jordan  [Journal  de  Crelle)^  puis  indépcndammeiit  ])ar  M,  Svlvester 
[Educalional  Times),  par  M.  Cixylcy  [Brilish  yJssociation  Report, 
iSyj),  M.  Scplimus  Tebay,  etc. 

Les  reclierclies  suivantes  ont  pour  base  le  mode  d'existence 
i^raphiipLe  d'une  aiborescence,  et,  à  ce  propos,  je  ferai  une  re- 
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inar([iH'  (oii<laiii('iilalc  qui,  à  ma  connaissance,  n'a  pas  encore  élé 
publiée. 

Tonlc  ramificalion  pcuL  olrc  Iracéc  au  moyen  d'un  certain 
nombre  de  traits  continus  sans  répétition  ni  arrêt,  c'est-à-dire 
en  parlant  de  l'extrémité  d'une  branche  et  continuant  jusqu'à  ce 
(|u'on  arrive  à  l'extrémité  d'une  autre  branche  ou  à  une  branche 
déjà  parcourue.  Observons  que  le  trait  doit  traverser  une  ligne, 
quoi(pic  déjà  Iracéc,  s'il  peut  continuer  an  delà,  sans  cheminer  le 
long  de  cette  ligne.  Cela  posé  : 

Remarque  FONn.VMENXALE.  —  De  (fiiehiue  manière  que  l  on 
trace  une  ramification  sans  répdlition  ni  arrêt,  le  nombre  des 
parcours  sera  toujours  le  même. 

Voici,  je  crois,  le  moyiui  le  plus  simple  de  se  rendre  compte 
de  cette  propi-iété. 

I^^n  taisant  une  coupure  à  chaque  branche  joignant  deux  nœuds, 
on  décomposera  une  ramification  en  une  série  tV étoiles,  ou,  si  l'on 
veut,  de  carrefours;  on  la  recomposera  en  rendant  aux  carrefours 
leurs  routes  communes.  Pour  chaque  étoile,  la  propriété  fonda- 
mentale sera  évidente.  On  remarquera  ensuite  que,  en  réunissant 
deux  étoiles,  on  perd  un  trait  sur  la  somme  des  parcours  relatifs  à 
chaque  étoile,  vV  l'on  en  conclura 

N  :=:  N,  +  No  -+-  .  .   .  +  Nv  —   (  V  —  1  ), 

équation  dans  laquelle  N  est  le  nombre  des  traits  qui  ont  servi  à 
tracer  l'arborescence,  N,,  No,  ...  les  nombres  de  traits  relatifs  à 
chaque  nœud  (ou  étoile),  et  y  le  nombre  des  nœuds.  Le  second 
membre  de  l'équation  étant  constant,  le  premier  le  sera  aussi. 

Quant  à  N,,  No,  .  .  ■  ,  on  peut  en  donner  l'expression  en  fonction 
des  quantités  qui  caractérisent  la  ramification. 

Appelons  ordre  d'un  nœud  le  nombre  de  ses  brandies,  autre- 
ment dit  le  nombre  des  ra}  ons  de  l'étoile  dans  la  décomposition 
de  l'arborescence.  Soient  m^,  m^.  ...  les  ordres  des  nœuds.  On 
vérifiera  immédiatement  que  l'on  a,  en  se  servant  de  la  notation 
de  Lejeune-Dirichlet  pour  désigner  le  plus  grand  nombre  entier 
contenu  dans  une  expression  fractionnaire, 

1)1,  H-  i\  i m.,- 


—  12-2  — 
L'équalioii  pr<';(;édeiile  s'écrit  alors 


-S 


J'appellerai  N  le  nombre  fondamental  de  la  ramification. 

II. 

DIVERSES    AUTRES    EXPRESSIONS    DU    NOMBRE    N. 

1.  Soit  e  le  nombre  des  extrémités  libres  d'une  ramification. 
Soit,  en  général,  v/.  le  nombre  des  nœuds  d'ordre  h\  remarquons 
(jue  le  minimum  de  A'  est  3  ;  on  aura 

N=e—  I  —  (v;-(-v,.)  —  ■;».(ve-hv,)  —  3(v8  + vg)  —  4(v,o-!- v,i)  —  .... 

(^ette  formule  s'établira  de  proche  en  proche  en  partant  d'une 
ramification  qui  n'a  que  des  nœuds  d'ordre  3  et  s'élevant  graduel- 
lement à  la  considération  des  ordres  supérieurs.  La  démonstration, 
sans  être  difficile,  serait  un  peu  longue,  et  j'ai  cru  devoir  me  bor- 
ner à  en  donner  le  résultat. 
La  lormule  peut  s'écrire 

(2)  N  =  6'-.-^(p~l)(v,,+  v,,^,). 

i 

Observons  (pi'elle  est  indépendante  du  noiiihre  d(;s  nœuds  d'ordre 
ternaire  et  (jue,  pour  une  ramification  qui  n'en  a  pas  d'aulies,  on 
a  simplement 

(3)  N=:r/-I. 

I^a  comparaison  des  é(piations  (i)  et  (a)  (h)nne 


///  -I-  I 

"   —  V   -f-   M. 


Ou  peut  trausformor  celte  équalioii  en  rcmarcpiaul  que 

V  -:  Vj  -4-  Vj  -V  v,j  -I    .  .  .  ■+  Vj,^  -)-  v_,n  ,  ,; 


cl,  après  quelques  réductions  faciles,  on  obtiendra 


1(."- 


m  -\-  I 


Si  la  ramification  est  d'ordre  ternaire,  le  premier  S  disparaît;  de 
plus,  iH  étant  partout  égal  à  3,  on  a 


m  -f-  I 

2 


'  sm=- 


d'où 

e  =  v..,H-  '2, 

résultat  facile  à  vérifier  directement.  Aussi,  par  la  formule  (3), 

(4)  N  =  C'-I=V3-l-I. 

t2.   La  formule  (i),  remise  sous  la  forme 

N  —  Ni  -+-  N,  -f- .  .  .  +  N.  —  (v  —  i), 

est  susceptible  de  la  transformation  suivante. 
Soient 

1*1 ,  P.j,  . . .,  P^,  les  nœuds  d'ordre  pair; 

a|W,.   '.y-j,  .  ..,  'iii-p  leurs  ordres  respectifs. 

Soient,  de  même,  les  nœuds  d'ordre  impair 
et  leurs  ordres 

•    2  ).,  -I-  I  ,     2  )m  -+-  I  ,     .  .  .  ,    2  //  -f-   I  • 

Alors 

N  =  t/.,  -f  a^  -f- .  .  .  +  u.^,  -f-  ).i  +  1  H-  .  .  .  -+-  ).,■+  1  —  (v  —  I  ). 
Mais 

V  =  /;  -f-  /  ; 

donc 

N  =^^[j.-^  Il  -+-  /  —  {/?  H-  /  —  1  ) 
ou 

N  =  1"  a  -f-  -  A  —  /^  -h  I  . 

/,  nondirc  des  nœuds  d'ordre  impair,  a  disparu  de  cette  équation, 
résultai   conforme  au   mode  de   description  grapliiqu(^   donné  au 
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(léijul  ,  (Faprès  lequel  il  esl  évident  que,  eliaqiie   lois  ([uiiu   Irait 
aboutit  à  un  nœud,  on  |)eut  le  j^roloni;er  au  delà  en  ajoutant  une 
branche  au  nœud  sans  modifier  le  nonil)re  des  traits. 
Si  la  ramification  n'a  pas  de  nœuds  d'ordre  pair,  on  a 

(5)  N  =  Ia-+-i, 

relation  dont  la  formule  (4)  f'sl  un  cas  particulier. 


Sur  le  développemejit  d' une  fonction  sitivani  les  jyiiissances 
croissantes  d'un  po!)  nônie;  par  M.  Himbeut. 

(Séance  du   in  mars  iS^o.) 

I.  M.  Laguerre  a  montré,  en  développant  log(x  —  -),  la  liaison 
étroite  de  cette  question  avec  la  théorie  des  fractions  continues 
algébriques  ;  il  est  facile  de  généraliser  les  résultats  qu'il  a  obtenus  ; 
au  lieu  du  logarithme,  nous  considérerons  les  fonctions  ainsi 
définies. 

Soient 

A  (,r)  =:  A.r'-  -h  B.;;  +  C  =  A[.r  —  .r-^)  (,r  —  .r,  ) 

et  une  ibnclion  Iv(jr)  satisfaisant  à  la  relation 

K'  'x) T)j  H-  E        ij-a  r/[ 

K  (.r)         A  .r-  -h  B.r  4-  (1        -t:  —  x„        ./■  —  .r, 

K  =  [x—  ,ro)^.(.r  —  .r,):S. 

Proposons-nous  de  développer  la  fonction 

\'.r]  d.v 


I 


K  (..•),-- 


suivant  les  puissances  croissantes  de  ^("). 

Cette  intégrale  indéfinie  est  une  fonction  de  x  et  de  z  ;  elle  se 
(i(''vel()p|)C)a  de  la  iiianirre  suivanle  : 
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Prenons  les  Jéiivécs  des  deux  membres  par  rapport  ù  x 


OU 


Aj^   A(.r)-A(3)        _   _l_ 
K(,r]  .V  —  z  A(.r)  —  A 

v, 

U', 


=  :s(u;,  +  v:„3)A"'(z), 


=  ^(U:.  +  V:„2)A'"(.3), 


Jv(.r:)A"'(..0 

A.T-  +  B 


K(.r)A'"(.r] 

Ces  expressions  sont  susceptibles  d'une  interprétation  remar- 
quable. 

Considérons,  en  effet,  l'écpiation  différentielle 

(E)     (Ax2-4-  B,r  -^  C)j"-t-  (D.r  +  Ejj'=r  \_km[m—  i)  -f-  Dw]j. 

Une  des  solutions  est  un  polynôme  entier  de  degré  ui  que  j'ap- 
pellerai P,;,  ;  une  seconde  solution,  j,,  sera 


dx 


J\)  1  '"'"  \  "t-'        •'•■  1  /^ '  l-^'/t  i  ■^'  j 


elle  commence  par  un  terme  en — r  • 

Si  nous  prenons  les  dérivées  d'ordre  m  des  deux  membix's  de 
l'équation  (E),  on  a 

(A.r^-f-  B^-i-  C)j-("'+-'-+-  [w.;2A^--l-B)  +  Dr  +  E1  v^'"+')  =  o, 


ce  qui  donne 


'  1  — 


KA'" 

On  a  donc 

17'    ,.('/!  4- n 

*  m  —  -'  1  ' 

V,„  =  jV"'-Hconst. 
Or,  en    appliquant   la   formule   de  .lacobi   à  l'intégrale 


/ 


A  (  X  )  dx 
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on  voit  aisément  que  V,„  el  la  dérivée  d'ordre  m  de  j  ,  commen- 
cent tous  deux  par  des  termes  en  ■ • 

Donc 

V     — .  ,.(/"). 

»  /K  J   l        1 

de  même 

U„,  =  (A.r-4-B).>-V"'-A.)V"""- 

Ces  expressions  sont  générales  ;  mais,  dans  le  cas  où  ii^ei.  a,  sont 
positifs,  j<  a  une  forme  remarquable. 

On  a,  en  effet,  d'après  une  formule  de  Jacobi  modifiée  quant  à 
la  notation, 


ou 


On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Théorème.  —  Dans  le  développement 
clx 


J  Kf.r)    .r 


S  u,„  +  v. 


.~h 


Y„i  est  égal  à  la  dériuée  d'ordre  m  de  l  expression 

"-  "  m— 1-" 

P,„,  et  n,;,_i  étant  les  polynômes  de  degrés  ni  et  m  —  i  qui  rendent 
cette  expression  du  plus  haut  degré  possible  en  (  -  1?  pourvu  tou- 
tefois (pie  l'inlégi-ale  prise  eîitre  Xft  et  Xi  ait  un  sens. 

Cette  dernière  hypothèse  revient,  on  effet,  à  po  !^  ^y  f^i  ^  o. 

Reniaripie.  —  Les  polynômes  V,n[x)  sont,  dans  ce  cas,  les  dé- 
nominateurs  des  réduites  de    /       —— ;- • 
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Les  lormiiles  précédentes  comj)reniient,  eomnie  cas  pailiculicr, 
le  logarithme;  Il  siilïit  de  prendre  K  =r:  A. 

Jl.  —  Les  résultais   cpii    viennent   d'être  exposés  s'appliquent 
évidemment  au  cas  où  A  est  du  ])remier  dej^^ré. 
Par  exemple,  prenons  A  z=  x  : 

K'        .r  -f-  I 

— ,-  =  oïl      K  =  ;re'. 

R  .r 

L'équation 

.-ry"  -+-  (.r  H-  I  ).}''  =  my 

est  celle  que  nous  avons  appelée  E. 

Soit  j  ,  celle  de  ses  solutions  qui  ne  renferme  pas  de  termes 
entiers  en  x  et  dont  M.  Laguerrc  a  donné  plusieurs  expressions 
{^Bulletin  (le  In  Soci(ké  rn.athémati(/ue,  t.  VII,  p.  74~7^)- 

On  aura 


*/  oo 


d.r 


et 


La  fonction  de    z,   j      d.r^  est  évidemment  uniforme,  et 

J.    ■'■  —  - 
l'intégrale  a  un  sens  si  z  n'est  pas   compris  entre  .r  et  oo  .  Pour 

qu'elle  soit  développable  en  série  convergente  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  z,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  liolomorphe 
dans  un  cercle  décrit  de  l'origine;  on  pourra  toujom's  trouver  un 
pareil  cercle  si  x  est  plus  grand  que  zéro. 

Supposons  donc 

.;•  ^  o     et     3  <^  ./•, 

Posons  dans  l'intéerale 


/ 


.,—Z  —  ll 

(hi  =  :i:V,„f.r 


Faisons  .r —  r  =j)"  : 


128 


ou  enfin 


(ij  r::^^  e''  \in  { '^  ;  { -^  —.'!"'  ■ 


Avec  les  conditions  jc  ^  o,  y  ^  o,  la  série  du  second  membre  est 
convergente. 

Nous  avons  ainsi  le  développemcnl  de  l'intégrale  recliligne 


qu'a  étudiée  M.  La  guerre,  suivant  les  puissances  de  (y  —  .:t),et  ce 
théorème  : 

Théouème.  —  Le  coefficicnL  de  [x  —  y)'"-  est  e^al  à  e^  niait i/>tir 
par  1(1  dérwée  d'ordre  m  de  V expression 


,r]e-''  —  f„,{.r)    j       —  fi'\ 


(i,ii[x)   et  ff„{^x)  étant  les  polynômes  de  degrés  m  —  i  et  ni  qui 
rendent  cette  expression  de  l  ordre  le  plus  élevé  possible  en  —• 

Je  me  propose,  dans  une  prochaine  Communication,  de  généra- 
liser ces  résultats  en  prenant  pour  A  un  polynôme  de  degré  quel- 
conque. 


Note  sur  les  deierniinanis  hojdés;  par  M.   C.   Le   P.vige. 

(Si-ancc  (lu  r>  avril  iS8o.) 

Soit  un  déterminant  symétrique  du  «"""^  ordre 


que    l'on    peut  toujours    regarder  comme    le    discriminant  d'uiK- 
forme  quadralirpie  à  n  variables 

/=Irt,/,.r,.r/,. 
Le  délcrruinanl    svniélriquc  (pic  l'on   ohlicnl   en    bordant   A  de 
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p  rangées  el  de  p  colonnes  composées  cliacunc  de  ii  éléments  cl  de 
p  zéros  peut  toujours  se  mettre  sous  une  forme  assez  élégante. 

Nous  nous  bornerons  à  le  faire  voir  pour  /i  =  5,/7  =  3,  afin 
d'éviter  la  longueur  des  formules;  mais  on  s'apercevra  aisément 
que  la  méthode  de  démonstration  est  générale. 

Soit 

:,        (7,,        a,,         ((,-        )., 


«M 

a. 


21 


•1      y-i 


'^1 
i"l 


Soit 

la  forme  adjointe  dey! 
Multiplions  A,  par 


h  ),4  ).;; 

F-3  l"4  F-o 

V.{  V^  V5 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Au 

A,2        . 

■      A,, 

G 

0 

0 

Aoi 

A22          • 

•      A, 3 

0 

0 

0 

A*  = 

A51 

•A52 

•      A55 

G 

0 

G 

G 

G 

G 

I 

0 

G 

G 

0 

G 

0 

I 

0 

G 

0 

0 

0 

G 

I 

nous  aurons 

a^A,  A*  = 


2A 


1^ 


2A 


dFil)      dFlu] 


h      h     >.. 

IX,  ^(/;j  p.4 


f/Vl-j 


<lh 

<Ih 

(h- 

0 

0 

0 

G 

0 

0 

G 

G 

G 

VIII. 
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Mais  il  est  visil)le,  par  le  théorème  de  Laplace,  que  ce  dernier  dé- 
terminant peut  se  mettre  sous  la  forme  de  produit  de  deux  déter- 
minants rectansfulaires. 


En  conséquence, 


9. 'A,  A, 


\y- 


h 


X 


dF[l)      r/F(À)      dY{i)      d¥[l]      r/F(À) 


^/>, 

d\ 

Uï, 

d\ 

d\ 

dF{^) 

d¥\i>.] 

dFlu] 

dF[u.] 

dF[u.\ 

(lu.  y 

^F-2 

(Ih 

dH 

r/F(v) 

dV{.] 

./F(v) 

^F(v) 

dF{.] 

^v, 

dv. 

d'j.^ 

En  appliquant  la  règle   de   rnultiplicalion  à  ces  deux  détermi- 
nants rectangulaires,  on  trouve 


2^A,A*  =  -2^A=' 


S^       <-/F()0      V^       dV[iL 
Zu  '  '    (i''H       Za  '  '    (^i^i 


En  général,  si  nous  désignons  par  D  le  déterminant  fonctionnel 
du  second  membre,  nous  aurons 

2"A,A"-'=  2"^/'A"-/^D 

ou 

2/'A,A''-'  =  D. 

Cette  relation  est  bien  connue  pour/;=  i .  Elle  donne,  par  exemple, 
l'équation  langentielle  d'une  conique  ou  d'une  surface  du  second 
degré  dont  on  connaît  l'équation  en  coordonnées  ponctuelles. 

Pour  /i  :=  4>  /'  =  2,  elle  a  été  employée  par  liesse  dans  la  théorie 
des  surfaces  du  second  ordre  ('). 

Cependant  la  manière  dont  l'illustre  géomètre  démontre  l'iden- 


(')   Forlcxttiif^rii  iiher  niiahtisclic  Geotnetrtc  fies  Raitnics,  ,1""  Alifl.,    S.   i7r). 


i:}i  - 


lilé  (les  équations 


D  :=  o,      A,  =  o 


semblerait  porter  à  croire  que  le  lliéorètne  général  ne  lui  était  pas- 
connu. 

Celte  même  propriété,  pour  n  =  3,  /)  =  2.,  a  été  employée  par 
Clebsch('). 

Enfin,  pour  p  =:  2,  7i  quelconque,  elle  résulte,  comme  l'a  fait 
voir  M.  Salmon  (  -  ),  d'une  propriété  générale  des  mineurs  du  second 
ordre  d'un  déterminant;  mais  cette  démonstration  n'est  plusapjjli- 
cable  dès  que  /)  surpasse  2. 

Si  l'on  observe  que 


rJila 


«U        ''13 


/, 


«21  ^''2i  "r.\  'i 
f'ii  'h?.  ''':i3  ''i 
F-\       F'2       y-i       f* 


on  voit  que 


,?(>,;  =  ^^), 


—  -  ), ,  y. ,  A  1 ,  -+-"'*> 2  i'^- 2  J^  1 5  +  •   •   •  +  ^'3  .'■^3  A33 

=  >-i(pi  An  -f  y-oA,,]  H-  fz-jAia)  +.  .  .. 
dFlu.) 


dlt-i 


Cette  relation  s'applique  naturellement  aux  déterminants  d'ordre 
quelconque. 

Par  suite,  la  formule  donnée  plus  haut  peut  encore  s'écrire 


^'fJ['^.'J: 


ri  [  IJ.\         0  \^/.Il)         rj  1^  hj  ^ 
rj  (  Cl/  )        rJ  i  aij.  )         d  i  t/V  ' 

rJ[A]  rJUjU.]  S  M 


et,  en  général, 

AP-lrî().,   y-,  V.   .  .  .,  nr)  =±[rj  [l\]^  [i>.-j.)§[-j'j)  .  .  . '1  [min]]. 

Une  démonstration  absolument  semblable  donnerait  le   théo- 
rème plus  général 


A/'-l  rî 


A,   a, 


0  (a,  ).'  )       rl['k,  y.'] 
J(  a,  ),'  )       0  I  a,  a  ] 


0  (ct,  /  )      0  [TJ,  a 


6  ,  /,    CT 


cl  (  Î77,    CI 


(')  Vorlesungen  iiber  Géométrie,  !""■  B.,  •.>"''■  Thcil,  S.  909. 
(')  Lessons  on  highcr  Algebra,  S''  éd.,  p.  29. 
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Sous  celte  dernière    forme,    on    \oil   que  la   relalion   s'applique 
encore  lorsque  le  déterminant  A  n'est  pas  symétrique. 
On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Le  jyroduit  du  détennindnt  que  L'on  obtient  en  bordant  un 
déterminant  du  /^'''"'^  ordre  A,  de  p  colonnes  de  n  éléments 
'k,  jj.,  . . ..  TJ)  et  de  p  rangées  >/,  y/,  . . .,  cj',  par  la  puissance  p —  [ 
de  ùk,  est  égal  à  un  déterminant  du])'''"'-''  ordre  dont  les  éléments 
sont  les  formes  bilinéaires  obtenues  en  bordant  A  d'une  colonne 
et  d'une  rangée  prises  dans  les  ip  lignes  À,  p.,  ...,  cj;  À',  ^/,  , , .,  cj'. 

Nous  pensons  que  cette  relation,  tout  au  moins  sous  sa  forme 
générale,  n'est  pas  connue;  du  moins  ne  l'avons-nous  point  ren- 
contrée jusqu'ici. 

Elle  se  prête  à  différentes  applications  à  la  théorie  des  formes 
algébriques  et  à  la  Géométrie. 


Solutions  régulières  du  problème  d'Euler  sur  la  nuirche 
du  cavalier;  par  M.  Laquièue. 

(suite.) 

Formation  des  marches  rentrantes  régulières  complètes 

(de  suixante-qualrc  sauts). 

Nous  n'aurons  plus  maintenant  aucune  difficulté  à  composer 
des  marches  rentrantes  complètes  de  soixante-quatre  cases.  11  est 
d'abord  évident  qu'en  j)arcourant  successivement  les  quatre  marches 
partielles  et  opérant  les  soudures  de  marches  alternées  en  carré  et 
en  losange,  qui  sont  toujours  possibles,  soit  dans  le  même  carré, 
soit  dans  le  carré  voisin  de  toute  case  terminale  de  l'une  des 
marches,  on  formera  une  marche  de  soixanle-cpialre  cases  con- 
tinue, quels  que  soient  les  sens  adoptés  dans  chaque  circuit  pour 
sa  description.  Kn  ménageant  convenablement  ce  sens,  on  conçoit 
qu'il  sera  possible  de  diriger  la  case  leiininale  de  la  (juatrièmc 
marche  dans  le  voisiiuige  delà  case  d'entrée  de  la  première;  et  au 
besoin,  en  retournant  la  dernière  volte,  d'obtenir  la  fermeture,  les 


i:5;i  - 


deux  cases  élanL  de  couleurs  diirérentcs.  La  possihililé  d'oblcnii- 
une  marche  renlnmle  ii'esl  doue  jtius  douteuse;  mais  clic  de- 
viendra plus  précise  par  la  loi  de  Ibrmalion  ralionnelle  des  marches 


régulières. 


Supposons  désignés,  comme  dans  la  (ig.  3,  les  qualrc  types  de 
marches  élémentaires  A,  \^,  G,  D. 


Fig.  3. 


X 

■  ■   T 

1 

u 

iJ 

.    _ 

^r 

i 

i 

5 

P 

U 

<r 

P 

^ 

l' 

P 

71 

9 

m 

Nous  désirons  composer  une  marche  totale  dans  laquelle  les  seize 
cases  appartenant  au  même  type  de  voile  soient  réunies  en  une 
seule  marche  partielle  comprenant  le  quart  des  cases  de  l'échiquier 
uniformément  réparties  dans  les  quatre  quartiers,  sur  les  huit 
colonnes  et  sur  les  huit  bandes  de  l'échiquier,  telles  que  les 
marches  types  partielles  que  nous  avons  trouvées.  Nous  savons 
([u'il  en  existe  deux  groupes  qui  se  distinguent  par  la  couleur  de 
la  case  d'entrée  dans  les  quartiers  pour  un  même  sens  de  des- 
cription: groupe  ABCD  et  groupe  A,13,C,D,.  Les  cases  d'entrée 
dans  une  marche  continue  complète  étant  de  même  couleur  et  les 
cases  de  sortie  de  couleur  contraire,  et  de  plus  dans  le  retourne- 
ment des  marches  les  cases  de  sortie  et  d'entrée  se  permutant  l'une 
dans  l'autre,  il  est  dès  à  présent  évident  que,  si  l'on  veut  décrire  la 
marche  entière  sans  changer  de  sens,  on  devra  prendre  les  quatre 
marches  partielles  dans  le  même  groupe,  c'est-à-dire  ABCD  en- 
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semble,  cL  de  même  A|  13,  C(  D, ,  le  sens  adopté  pouvant  être  indif- 
féremment positif  dans  l'un  et  l'autre  groupe,  et  l'ordre  de  passage 
d'un  type  à  l'autre  restant  à  fixer  pour  obtenir  la  fermeture,  mais 
devant  toujours,  comme  il  a  été  déjà  établi,  alterner  les  types  en 
carré  et  les  types  en  losange. 

Si  l'on  veut  décrire  une  partie  de  la  marche  dans  un  sens  et 
une  partie  dans  l'autre,  on  devra,  toujours  pour  respecter  la  cou- 
leur d'entrée  dans  les  quartiers  que  l'on  ne  peut  modifier,  prendre 
dans  l'un  des  groupes  les  marches  tvpes  que  l'on  désire  parcourir 
dans  un  sens  et  dans  l'autre  groupe  celles  à  parcourir  en  sens 
inverse.  Ainsi,  par  exemple,  on  pourra  prendre  A  et  B  avec  C|  etDi , 
à  condition  que  le  sens  de  description  des  deux  premiers  types  et 
celui  des  deux  derniers  soient  contraires,  et  faire  toutes  les  combi- 
naisons possibles  entre  les  types  d'après  ces  principes,  ce  qui 
donne  a^  =  i6  combinaisons  possibles,  ou  trente-deux  marches 
régulières  à  éléments  par  marches  partielles  en  voltes  semblables 
de  seize  cases,  chacune  de  seize  circuits  pouvant  être  décrits  dans 
les  deux  sens  différents. 

L'étude  détaillée  d'une  de  ces  marches  ne  sera  pas  superflue 
pour  montrer  comment  les  marches  types  se  soudent  les  unes  aux 
autres  pour  parvenir  à  la  fermeture;  elle  nous  suggérera  déplus 
la  formation  de  diagrammes  symboliques  })ouvant  servir  égale- 
ment à  trouver  promptement  les  cases  d'entrée  et  de  sortie  de 
chacune  des  marches  partielles  dont  la  réunion  constitue  la  marche 
totale,  et  à  conserver  les  éléments  suffisant  à  la  reconstruction 
immédiate  de  celle-ci. 

Dans  ces  marches  régulières  totales,  les  quatre  types  devront 
être  décrits  successivement  sans  coupures  venant  enchevêtrer  une 
j)ortion  de  marche  appartenant  à  un  type  dans  les  autres.  Nous 
savons  que,  pour  que  les  quatre  voltes  d'une  même  marche  se 
succèdent  ainsi  sans  interruption,  le  sens  de  la  marche  doit  être 
continu  pour  toutes  les  voltes  de  la  marche  partielle  et  le  même 
que  celui  qui  indique  l'ordre  de  visite  des  quartiers. 

La  marche  devant  être  rentrante,  le  point  de  départ  est  arbi- 
traire sur  l'échiquier  ;  nous  le  prendrons  dans  le  type  de  marche 
élémentaire  a  et  le  quartier  L  licmarquons  d'abord  (|uc,  si  la  case 
de  départ  était  l'angulaire  z  de  l'écbicpiier,  la  case  terminale  ()4 
serait  nécessairement  l'une  des  deux  seules  u  ou  y  en   communi- 
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cation  avec  clic,  l'autre  étant  la  seconde  visitée  ;  par  suite,  pour  ne 
pas  couper  la  volte  en  deux  parties,  il  faudrait  rétrograder  jusqu'à 
la  case  de  soudure  de  la  marche  partielle  avec  la  précédente  de 
type  précédent. 

La  case  de  départ,  pour  décrire  sans  interruption  toute  la  marche 
de  Ivpe  déterminé,  sera  donc  nécessairement  l'une  des  trois  x,j,  u, 
autres  que  l'angulaire,  ce  qui  donne  quatre  modes  de  description 
de  la  volte,  xjzii^  jzux,  xiizy,  uzjx,  les  cases  reliées  à  l'angle 
n'admettant  qu'un  sens  de  parcours,  la  case  opposée  x  laissant 
le  choix  entre  les  deux. 

Choisissons  le  sens  dextrorsuin  ;  \e  sens  sinistrursuni,  symé- 
Iricjue  par  rapport  aux  médianes,  ne  nécessitera  pas  d'étude  nou- 
velle. Il  y  a  donc  deux  débuts  de  marches  dextrorsiun  à  étudier  : 

i"  début,  Yzux,  voir  fîg.  2,  Tableaux  A,  B,  C,  D; 
•2®   début,  -TrzUy  xon-  Jig.  5,  Tableaux  A,,  Bj,  C,,  Di. 

Première  marche  dextrorsum. 

Partant  de  la  casej)'"  (ou  i  du  diagramme)  dans  le  quartier  I,  on 
aura  pour  16*^  case  de  la  marche  la  case  de  ce  type  partiel  con- 
tenue dans  le  quartier  IV  et  qui  se  relie  à  la  case  i,  case  qui  peut 
être  déterminée  immédiatement  sans  développer  la  marche,  ainsi 
qu'il  sera  dit  pour  former  le  diagramme  symbolique  de  la  marche 
{fig-  4)-  Elis  correspond  à  x  par  centre  et  à  s  par  coulisses  (^). 

De  la  case  16  ou  z  du  quartier  IV,  case  terminale  de  la  marche 
type  A,  composée  des  voltes  a,  avec  case  de  départ  blanche,  cou- 
leur de  j  du  quartier  I  dans  l'échiquier  pratique,  il  faut,  pour 
continuer  le  sens  dextrorsiun  de  la  marche,  traverser  le  côté 
mitoyen  dans  le  sens  du  mouvement;  cette  condition  suffirait 
pour  fixer  la  case  17  de  départ  de  la  marche  suivante,  que  l'on 
savait  déjà  devoir  èti-e  en  carré,  puisque  la  première  est  en  losange. 
La  position  de  la  case  16  ne  laisse  d'ailleurs  qu'une  case  de  marche 
différente  de  A  en  communication  avec  elle.  C'est  la  marche  B 


(')  Pour  désigner  les  cases  dans  chaque  quartier,  nous  les  supposerons  en  corré- 
lation par  coulisses  avec  les  diagrammes  orientés  «,  h,  c,  d{Jîg.  3)  des  quatre  voltes 
types,  et  nous  les  distinguerons  par  la  lettre  de  la  case  dans  le  type  et  le  numéro  du 
quartier  qui  la  contient. 
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voisine,  puisque  le  passage  se  lail  sur  un  côté  mitoyen  horizontal. 
La  case  17  est  IV.  du  type  h  de  marche  en  carré  dans  le  quartier  1. 

La  32*  case,  case  de  fermeture  de  la  marche  B  dextrorsum,  se 
trouvera  en  répétant  le  raisonnement  déjà  fait  comme  case  de 
ladite  marche  b  dans  le  quartier  IV,  en  communication  avec  yj 
du  quartier  L  C'est  la  case  d  du  quartier  IV. 

Cherchons  maintenant  la  case  33  de  départ  de  la  troisième 
marche,  qui,  d'après  les  principes  posés,  doit  être  en  losange  et 
ne  peut  en  conséquence  être  formée  que  du  type  d.  Or,  dans  le 
quartier  I,  en  traversant  le  mur  mitoyen  dans  le  sens  du  mouve- 
ment, on  ne  trouve  point  de  case  en  communication  avec  32,  et 
dans  le  IV^  quartier  lui-même  il  n'en  existe  qu'avec  la  marche  A 
déjà  parcourue.  Force  est  donc  de  pousser,  en  conservant  le  sens 
de  la  marche  jusqu'au  quartier  II,  où  l'on  trouve  la  case  m,  du 
type  en  losange  d,  seule  en  communication  avec  32.  Ce  sera  donc 
elle  qui  devra  servir  d'entrée  33  à  la  troisième  marche  partielle  (*). 

De  même  que  ci-dessus,  on  voit  que  la  case  48?  dernière  de  la 
marche  partielle  du  système  d  (ou  D),  est  la  seule  de  ce  système 
et  dans  le  quartier  I,  précédant  II  dans  le  sens  de  la  marche,  en 
communication  avec  33.  La  case  q  du  quartier  I  sera  donc  la  case 
n°  48  de  sortie  de  la  troisième  marche  D,  en  losange. 

Dans  le  quartier  I,  la  case  p  du  type  non  encore  décrit  serait  en 
communication  avec  48  et  pourrait  servir  de  case  d'entrée,  mais 
elle  exigerait  que  la  marche  fùtcontinuée  en  sens  inverse.  On  peut 
du  reste  s'assurer  qu'elle  se  fermerait  encore  d'elle-même  en 
décrivant  le  circuit  de  sens  sinistrorsum  et  aboutissant  au  64*'  sta- 
tionnement en  CT  du  quartier  I,  avec  coupure  de  la  volte  dans  ce 
quartier.  La  case  a  est  d'ailleurs  celle  que  nous  allons  encore 
trouver  pour  64*^  de  la  marche  dextrorsum  clicrchée.  Dans  le 
quartier  suivant,  passant  de  48  le  coté  mitoyen  dans  le  sens  de  la 
marche,  nous  trouvons  la  case  p  du  tyjic  c  vn  communication  avec 
48  dans  le  quartier  II,  de  même  que  dans  le  quartier  I.  Ce  sera  la 
case  de  départ  49  de  la  quatrième  marche  en  carré  du  type  C. 

La  dernière  station  de  celte  marche  se  trouvera  dans  le  quartier 


('}  On  trouverait  eiicoïc  la  case  /;/  du  quartier  III;  mais  elle  obligerait  à  proiiili'C 
la  inai'ciic  sinistrorsum  ])our  le  eircuit.  de  même  (|u'ou  aurait  rclrogrudé  de  quarliei- 
|iar  rapport  a  la  i)reniièri'  direction  de  visite  adoptée. 
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prcccdcnl,  I  ol  en  coiiiiminicalion  avec  /\g,  en  a  que  nous  iiiiiik'- 
roLcrons  (54,  cl  <|iii,  |)ar  sa  c(jiiimunication  avec  j'  <lii  lurnic  ([uar- 
lier,  origine  de  la  |)ieiaière  niarclic,  fait  rentrer  sur  clle-incnie  la 
jnarclie  complète  dextrorsum.  sur  les  64  cases  avec  case  hlanclie 
d'entrée  dans  toutes  les  voltes. 

Le  diagramme  symbolique  ci-dessous  résume  cette  marche.  On 
le  compose  d'un  octogone  formé  par  les  quatre  résultantes  de 
quinze  sauts  emprimlés  à  chaque  marche  partielle  type  et  les 
quatre  côtés  de  soudure.  Les  quatre  résultantes  étant  les  sauts 
supprimés  à  chaque  marche  pris  en  sens  inverse,  l'octogone  sym- 
bolique est  une  marche  réelle  de  huit  sauts  de  cavalier. 

Fig.  /,. 


Si  nous  reportons  (comme  il  est  fait  sur  un  angle  du  diagramme 
symbolique)  sur  un  même  quartier  les  cases  correspondant  à 
celles  de  départ  dans  les  quatre  marclics  partielles  types,  qui, 
réunies,  forment  la  marche  totale,  nous  trouvons  pour  la  première 
marche  dextrorsum  :  y,  oc,  m,  p,  c'est-à-dire,  dans  les  trois  mar- 
ches partielles  succédant  à  la  première,  les  cases  de  chacun  des 
types  qui  touchent  à  celle  choisie  la  première  comme  case  de  dé- 
part, et  prises  dans  l'ordre  où  l'on  peut  former  un  circuit  continu 
(ou  elliptique)  les  traversant  toutes  les  quatre  et  parcourant  le 
circuit  dans  le  sens  dextrorsum  ou  celui  de  la  marche. 

On  peut  au  moyen  de  ce  circuit  retrouver  la  marche  entière.  La 
loi  de  sa  formation  est  du  reste  générale,  comme  on  le  verra  dans 
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le  second  circuil  clextrorsum.  Si  l'on  formait  une  marche  lolale 
composée  de  marches  partielles  les  unes  dans  un  sens,  les  autres 
dans  l'autre,  la  courbe  d'union  des  cases  d'entrée  se  composerait 
de  deux  arcs  se  tournant  le  dos  comme  les  branches  d'une  hyper- 
bole et  rappelant  ainsi  le  sens  discontinu  de  la  marche.  Nous  en 
donnerons  tout  à  l'heure  un  exemple. 

Deuxième  marche  dextrorsum. 

La  seconde  marche  dexlrorsuin  est  celle  que  définit  la  volte 
xjzu  et  pour  laquelle  les  cases  d'entrée  des  voltes  sont  noires  sur 
l'échiquier  orienté,  l^a  fîg.  4  en  donne  le  diagramme  symbolique 
et  la  courbe  d'union  des  origines  de  marches  partielles,  en  regard 
de  ceux  de  la  première  marche;  \esfig.  5  en  montrent  le  complet 
développement.  Pour  la  trouver,  il  suffit  de  composer  le  diagramme 
symbolique  par  la  série  des  raisonnements  pareils  à  ceux  qui  nous 
ont  fait  connaître  les  éléments  nécessaires  de  la  première  marche; 
nous  formons  ainsi  le  Tableau  suivant.  On  trouve  pour: 
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Si  l'on  forme  la  courbe  d'union  des  cases  origines  des  quatre 
marches  types,  ce  sont  encore  les  quatre  les  plus  rapprochées  de 
X,  dans  le  diagramme  qui  les  figure  dans  le  mémo  quartier;  ils  se 
succèdent  dans  le  sens  du  mouvement  d'un  mobile  décrivant  la 
courbe  d'union  dans  le  même  sens  que  la  marche,  comme  il  a  clé 
observé  pour  la  première  marche,  la  courbe  pouvant  se  fermer  de 
même.  D'une  manière  générale  les  marches  étudiées  se  composent 
des  quatre  marches  partielles  types  formées  par  la  réunion  des 
quatre  voltes  semblables,  se  succédant  dans  l'ordre  alternatif  de 
marches  en  voiles  losanges  et  voltes  carrées  qu'indique  l'ordre  des 
cases  de  départ  fvpes  les  plus  rapprochées  de   la   case  d'origine 
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cliciisic  cl<;  I'iiik;  des  luarclies,  les  quatre  cases  élanl  réiiiiles  entre 
elles  jjar  un  trait  ou  anneau  continu,  parcouru  dans  le  même  sens 
(jue  celui  qui  est  commun  à  la  visite  des  quartiers  et  à  la  description 
des  voltes. 

Quant  au  diagramme  symbolique  relatant  les  cases  d'entrée  et  de 
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sortie,  il  est  égal  comme  figure  géométrique  à  celui  de  la  première 
marche,  mais  orienté  rectangulaircment  dans  la  seconde,  ce  qui 
nous  démontre  à  nouveau  que  les  deux  marches  n'en  font  qu'une 
seule  au  point  de  vue  géométrique,  c'est-^Vdire  abstraction  faite 
des  couleurs. 
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Des  marches  sinistrorsum. 


En  choisissant  convenablement  l'origine,  les  marches  sinistror- 
sum ne  sont  évidemment  autres  que  les  marches  dextrorsum 
retournées,  soit  leurs  symétriques.  Nous  n'aurions  rien  à  en  dire  si 
nous  ne  voulions  insister  sur  l'emploi  du  diagramme  symbolique 
qui  rend  si  facile  la  combinaison  des  marches  partielles,  en  rédui- 
sant celles  qui  sont  connues  d'autre  part  à  leur  résultante  ;  nous 
nous  bornerons  à  donner  les  diagrammes  symboliques  des  deux 
marches  définies  par  les  voiles  xac}^  et  uzjx.  Ces  diagrammes  sont 
formés  en  reliant,  d'après  la  règle  exposée,  la  case  de  départ  de 
chaque  marche  partielle  type  à  celle  de  même  type  à  distance  de 
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Seconde  marche  (  onlréa  blanche 


cavalier  dans  le  quartier  voisin  vers  la  droite  (sens  opposé  au  mou- 
vement) pour  avoir  la  résultante  de  la  première  marche,  puis  reve- 
nant vers  la  gauche  (sens  du  mouvement)  à  la  case  possible  dans 
le  quartier  voisin  sur  la  gauche,  ou,  si  besoin  est,  dans  le  suivant. 
Cette  case  est  toujours  déterminée,  caria  résultante  d'une  marche 
et  le  côté  de  soudure  avec  la  marche  suivante  sont  nécessairement 
svmétriques  par  rapport  à  la  direction  des  médianes  ou  des  diago- 
nales, et  des  lignes  ainsi  définies  une  seule  a  son  extrémité  dans  !<• 
quartier  où  doit  se  prendre  la  case  de  départ  de  la  marche  suivante. 
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Los  trois  antres  jinirclics  pariicîllcs  se  dclcrniirKMil  par  la  niènK; 
règle. 

On  remarquera  que  Loules  les  marches  parliellcs  types  sont  sy- 
métriques par  rapport  au  centre  de  l'écliiquicr  et  que,  par  suite, 
deux  cases  symétriques  par  ra[)f)orl  au  centre  de  l'écliiquicr  sont, 
dans  loules  les  marches  com[)Osécs  de  marches  partielles  types, 
marquées  de  numéros  de  station  difl'érant  de  huit  unités. 

Les  marches  sinislrorsuvi  sont,  de  même  que  les  marches  dex- 
trorsum,  représentées  par  l'anneau  d'union  des  cases  d'entrée  dans 
chaque  marche  que  rencontre  successivement  le  mobile  décrivant 
l'anneau  dans  le  sens  de  la  marche. 

Quant  aux  diagrammes  symboliques,  ils  sont  symétriques  de 
ceux  des  marches  dextrorsum  par  rapport  à  la  médiane  verticale 
pour  les  deux  premières  de  chaque  nom,  par  rapport  à  la  médiane 
horizontale  pour  les  secondes;  cela  devait  être  prévu,  les  deux 
marches  avant  ces  axes  de  symétrie  relative.  Quant  aux  numéros 
des  cases  symétriques,  ils  diffèrent  de  32,  nombre  de  cases  de  deux 
marches  complètes,  en  raison  de  la  permutation  qui  se  produit  dans 
la  svmétrie  linéaire  entre  les  marches  losanges  d'une  part  et  les 
marches  carrées  d'autre  part,  distantes  de  82  sauts. 


Marches  régulières  avec  changement  de  sens. 
Nous  avons  vu  qu'il  pouvait  être  formé  32  marches  régulières 


Fig.  7. 

Dia^'raunno  symbolNiup  cl  rmirhe  (l'union. 
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avec  les  diverses  combinaisons  des  sens  démarches  partielles;  nous 


—  142  — 

ne  donnerons  ici  que  le  diagramme  symbolique  el  la  courbe  d'union 
des  cases  de  départ  des  deux  marcbes  rentrantes  : 

-f- j\,  — B  —  D  + Cl     et     A  — Bi-D,+  C. 

Fig.  7  ùis. 
Diagramme  symbolique  et  rourbo  d'union. 
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On  remarquera  que  la  courbe  d'union  est  du  genre  hyperbole 
dans  l'un  et  dans  l'autre. 


Marches  régulières  entrecoupées. 

Les  principes  établis  précédemment  ont  donné  immédiatement 
les  marches  régulières  à  rotation  continue;  par  l'étude  du  dia- 
gramme symbolique  convenable,  ils  serviraient  à  déterminer  les 
marches  jdus  compliquées,  composées  de  marches  types  entières, 
ou  fractionnées,  parcourues  dans  des  sens  divers.  Nous  ne  nous 
étendrons  pas  davantage  sur  un  sujet  qui  serait  long  à  épuiser, 
mais  qui  est  déjà  convenablement  élucidé  ;  mais  l'étude  des  marches 
régulières  resterait  incomplètes!  nous  passions  complètement  sous 
silence  celles  de  ces  marches  composées  de  portions  de  marches 
types  entrecoupées  de  telle  sorte  que  les  deux  moitiés  de  la  marche 
totale  soient  symétriques  par  rapport  au  centre  de  l'échiquier, 
comme  le  sont  entre  elles  les  deux  moitiés  d'une  marche  partielle 
type.  La  clef  de  ces  études  nous  est  donnée  par  la  substitution  aune 
marche  de  sa  résultante  et  l'application  des  deux  théorèmes  évi- 
dents ci-après  : 
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Théorème  I.  —  Etant  donné  un  certain  nombre  de  marches 
rentrantes  comprenant  entre  elles  toutes  les  cases  de  l'ccJiiquier, 
sans  qu'une  seule  case  fasse  partie  de  deux  marches,  si  l'on  peut 
former  une  marche  rentrante  d' un  certain  nombre  de  sauts  en 

Fie.  «• 


empruntant  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  à  chacune  des  marches 
une  portion  de  son  parcours  et  les  reliant  par  un  seul  saut  de  sou- 
dure, les  portions  laissées  de  coté  dans  chaque  marche  Jormeront 
aussi  une  marche  rentrante  dans  laquelle  les  portions  apparte- 
nant aux  mêmes  marches  se  succéderont  dans  le  même  ordre, 
mais  seront  parcourues  en  sens  inverse  si  les  sauts  de  soudure  sont 
exécutés  dans  le  même  sens. 

Comme  cas  particulier,  si  dans  une  marche  rentrante  on  rem- 
place un  certain  nombre  de  ses  cotés  par  des  marches  à  cases  dis- 
tinctes de  la  marche  et  qui  les  admettent  comme  résultantes,  on 
obtiendra  une  mai^che  rentrante. 

Si  les  marches  substituées  aux  côtés  supprimés  au  polygone  ren- 
trant primitif  compi-ennent  avec  les  côtés  restants  toutes  les  cases 
de  l'échiquier,  on  aura  composé  une  des  marches  rentrantes  com- 
plètes de  64  sauts  du  cavalier  sur  l'échiquier. 

Théorème  II.  —  Si  deux  séries  de  cases  présentent  une  sjmé- 
trie  quelconque  éléments  par  éléments,  et  que  la  dernière  case  de 
la  marche  non  rentrante  constituée  par  la  première  série  soit  à 
distance  de  saut  de  cavalier  de  la  première  marche  de  V autre, 
il  en  sera  réciproquement  de  même  de  la  dernière  case  de  la 
seconde  marche  et  de  la  première  case  de  la  première  marche  ;  les 
deux  marches  réunies  formeront  par  suite  une  marche  rentrante. 
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Marches  rentrantes  dédoublées  par  demi-échiquier. 

Corollaire.  —  On  formera  ainsi  une  marche  rentrante  complète 
si  l'on  comprend  toutes  les  cases  de  deux  quartiers  de  l'échiquier 
dans  une  marche  de  Sa  sauts  telle  que  la  case  d'arrivée,  Zi^,  soit 
en  communication  avec  la  case  extérieure  qui  doit  être  considérée 
comme  symétrique  de  la  case  de  départ  i,  suivant  le  mode  de  sy- 
métrie possible  devant  exister  entre  la  portion  paixourue  et  celle 
laissée  vide  sur  l'échiquier. 

Etant  donné  l'ensemble  de  deux  quartiers  de  l'échiquier,  ils  for- 
meront, suivant  qu'ils  seront  adjacents  ou  opposés,  un  svstème  sy- 
métrique des  deux  autres,  dans  le  premier  cas  à  volonté  par  centre 
ou  par  axe,  dans  le  second  par  axe  seulement.  Or  les  cases  de  dé- 
part, étant  nécessairement  de  même  couleur,  ne  peuvent  se  corres- 
pondre que  par  symétrie  par  rapport  au  centre,  et  non  aux  axes,  de 
l'échiquier  ;  on  devra  accoler,  ])Our  les  parcourir  en  entier  d'une 
course  continue  deux  quartiers  adjacents,  c'est-à-dire  I  et  TI,  ayant 
III  et  IV  pour  correspondants  symétriques,  ou  I  et  IV,  dont  les 
correspondants  par  symétrie  seront  III  et  II.  Cela  posé,  le  côté  de 
soudure  doit  être  à  cheval  sur  la  médiane  de  l'échiquier  limite 
commune  des  deux  groupes,  et  par  conséquent  les  cases  de  départ 
et  d'arrivée  i  et  Sa  ne  sauraient  être  extérieures  à  la  bande  de  deux 
cases  de  largeur  voisine  de  cette  médiane.  On  voit  de  pkis  immé- 
diatement que  les  deux  cases  ne  sauraient  être  à  la  fois  sur  la 
tranche  de  cases  non  contiguë  à  la  frontière  et  qu'une  au  moins 
doit  être  sur  la  frontière  même  ;  nous  supposerons  que  c'est  la 
case  de  départ,  ce  qui  s'obtiendraitpar  retournement  de  la  marche 
dans  le  cas  où  elle  serait  case  d'arrivée.  Il  suffit  en  outre  d'étudier 
l'accolcment  de  deux  quartiers  déterminés,  I  et  II  par  exemple, 
l'autre  s'en  déduisant  par  symétrie  axile. 

Quelques  essais  suffisent  à  se  convaincre  que  les  marches  en 
voiles  doivent  être,  en  raison  du  rapprochement  des  quatre  angles, 
décrites  sans  interruption  dans  leur  intégrité,  sous  peine  de 
ne  pouvoir  relier  à  la  portion  ultérieure  de  la  marche  les  cases 
omises  de  ces  voiles  sans  s'exposer  à  un  arrêt  immédiat. 

Nous  pouvons  choisir  le  quartier  1  pour  celui  de  départ,  le  dé- 
j)art  dans  h'  (juartier  II  s  cm  déduisant  par  svmétrie  axile.  Il  n'y  a 
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donc  ([lie  (jualrc  cases  de  départ  à  considérer,  celles  de  la  Iranclu^ 
inférieure  du  quartier  I.  L'étude  se  fera  pardiagramme  symbolique, 
en  représentant  chaque  volte  par  sa  résultante  et  traçant  son  côté 
de  soudure  avec  la  suivante,  ce  qui  réduit  à  i()  le  nombre  de  côtés 
du  diagramme  symbolique.  On  formera  aisément  des  marches 
issues  de  chacune  des  cases  .r,  a,  p.,  ///.  ;  mais  elles  viendront  toutes 
se  terminer  également  sur  la  tranche  inférieure  aux  diverses  cases 
en  communication  avec  la  symétrique  de  la  case  de  départ  par  rap- 
port au  centre  de  l'échiquier. 

Il  n'y  a  donc  sur  la  seconde  tranche  de  case  de  départ  ni  d'arri- 
vée possible.  Nous  signalons  ce  fait  au  lecteur  en  avouant  que  la 
raison  théorique  nous  en  a  échappé;  mais  la  démonstration  empi- 
rique n'en  est  ni  longue  ni  difficile  :  il  suffit  de  prendre  successi- 
vement les  quatre  cases  de  la  seconde  tranche  comme  cases  de 
départ  et  l'on  s'aperçoit  bien  vite  que  l'on  ne  peut  par  voltes  com- 
plètes remplira  partir  d'elles,  d'un  circuit  continu,  que  les  seize 
cases  appartenant  à  deux  systèmes  de  voltes,  l'une  en  carré  et  l'autre 
en  losange. 

Les  éléments  en  voltes  permettront  de  trouver  ainsi,  avec  un 
travail  peu  considérable  de  tâtonnements,  des  marches  régulières 
satisfaisant  aux  conditions  voulues.  Quelle  que  soit  la  case  d'en- 
trée dans  une  volte,  on  peut  en  elfet  choisir  le  sens  de  sa  descrip- 
tion, puisqu'elle  est  rentrante,  et  par  suite  la  terminer  sur  une  case 
voisine  de  la  fronlière  ;  la  couleur  se  réglant  d'elle-même  en  rai- 
son du  nombre  de  sauts,  on  comprend  que  toutes  les  marches  de 
Sa  sauts  obtenues  par  ce  procédé  se  ramèneront  à  la  condition 
exigée  par  de  légères  modifications,  si  elles  n'ont  pas  été  du  pre- 
mier coup  entièrement  satisfaisantes.  Nous  signalerons  comme 
exemple  la  marche  dextrorsiun 

X,  I  (A,  C),  II  (A,  C),  I  (D,  B],  II  (D,  B), 

c'est-à-dire  commençant  à  la  case  x  du  premier  quartier,  et  décri- 
vant successivement  dans  le  sens  positif  les  voltes  A  et  C  dans  le 
quartier  I,  A  et  C  dans  le  quartier  II,  puis  D  et  B  dans  le  quar 
lier  I,  et  enfin  D  et  B  dans  le  quartier  D.  La  case  de  départ  est  la 
case  X  ou  4  de  la  marche  A;  la  case  d'arrivée,  Ti-x" ^  est  la  case  '23, 
marche  B,  quartier  II,  en  communication  avec  i  2,  symétrique  cen- 
trale dans  le  quartier  TV  (marche  A)  de  la  case  de  départ.  La 
VIII.  m 


marche  symélrique  au  centre  débutant  à  la  case  la  se  terminera  à 
la  case  3i,  marche  B  (quartier  IV),  en  communication  avec  4 
(marche  A),  case  origine.  La  réunion  des  deux  marches  symé- 
triques donne  donc  une  marche  totale  rentrante. 

Autres  exemples;  marches  de  sens  variés  dans  l'indication  des- 
quelles le  signe  -f-  ou  —  précédant  une  suite  de  voltes  désignées 
comme  ci-dessus  indique  le  sens  de  la  marche  des  voltes  comprises 
depuis  ce  signe  jusqu'au  suivant  : 

?.<=  marche  a,  B(I,  II)  — D    I,  II)  —  II,  C  +  II,  A  +  I(C,  A), 

partant  de  la  seconde  case  à  partir  du  centre  pour  aboutir  à  la  pre- 
mière dans  le  même  quartier;  suivant  les  voltes  décrites  de  sens 
positif,  Bdans  les  quartiers  successifs  I  et  II*;  puis  D  dans  le  sens 
négatif  d'abord  dans  le  quartier  I,  puis  dans  le  quartier  II;  C  dans 
le  sens  négatif,  quartier  II;  A  dans  le  quartier  II,  sens  positif;  en- 
lin  C  et  A  dans  le  quartier  I  et  le  sens  positif. 

S'^iiiarrhe  w,D(I,I[)  +B(II,  I)  -+- A(I  — II)  +C(I,  H), 

de  la  4^  case  à  partir  du  centre  sur  l'horizontale  à  la3''  dans  l'autre 
quartier. 

Les  diagrammes  complets  ou  symboliques  seront  formés  sans 
peine;  nous  ne  les  donnerons  point,  pour  ne  pas  augmenter  inuti- 
lement le  nombre  des  figures. 

Marches  spirales  sur  la  circonférence  et  le  centre. 

Signalons  maintenant  une  marche,  ou  plutôt  un  type  de  mar- 
ches, régulière,  fort  belle,  formant  une  spirale  continue  à  spires 
décrites  alternativement  sur  le  pourtour  ou  circonférence  de  l'échi- 
quier et  sur  le  centre  ou  quartier  central.  Cette  marche  nous  a 
été  inspirée  parle  désir  de  marier  l'idée  géométrique  de  régularité 
symétrique  des  éléments  à  combiner  avec  la  tendance  naturelle  à 
tout  joueur  d'échecs  étranger  à  la  science  de  diriger  ses  tâtonne- 
ments en  longeant  le  plus  longtenij^s  possible  le  contour  de  l'échi- 
quier. Elle  dérive  du  reste  très  simplement  de  nos  types  de 
marches  en  voltes,  groupés  en  deux  systèmes  d'après  la  couleur  de 
la  case  d'entrée. 

Si   l'on    isole    sur   l'iMlnipiier   la   partie  ccnlrale   de    dimension 


égale  à  un  f[tiaiiicr,  {'V'Sl-à-tlirc  le  (jiiarlicr (loiihlcinrnl  dérivé  des 
quatre,  l'échiquier  sera  divisé  en  un  quartier  central  de  quatre 
cases  do  côté  et  un  cadre  de  deux  cases  de  largeur.  Le  carré  central 
sera  formé  de  la  case  la  plus  rapprochée  du  centre  dans  les  lôvoltes, 
et  le  pourtour  lorniant  cadre  rcnferiuera  les  trois  cases  éloignées 
de  toutes  ces  voltes. 

Cela  pose,  considérons  sur  l'une  des  marches  types  quelconques 
deux  cases  en  communication  par  saut  de  cavalier  à  cheval  sur  la 
limite  des  deux  régions,  c'est-à-dire  dont  l'une  soit  intérieure  au 
carré  central,  l'autre  extérieure  ;  elle  sera  la  ligne  de  fermeture 
d'une  marche  rentrante  dans  laquelle  les  i3  cases  de  pourtour 
forment  un  premier  circuit  extérieur  parcouru  dans  un  sens  déter- 
miné, le  second  circuit  intérieur  composé  des  quatre  cases  du  quar- 
tier central  étant  parcouru  postérieurement  dans  le  sens  opposé. 
Il  sera,  dès  lors,  facile  de  former  des  marches  rentrantes  totales 
composées  avec  ces  nouveaux  types  de  marches  rentrantes,  par- 
tielles comme  on  l'avait  déjà  fait  avec  les  types  primitifs. 

L'étude  empirique,  extrêmement  prompte  et  facile,  se  réduira, 
comme  pour  les  marches  partielles  en  voltes  à  l'établissement  d'un 
polvgone  de  huit  côtés  formé  alternativejnent  de  la  résultante  d'une 
marche  partielle  rentrante  du  nouveau  type  en  spirale  et  de  sa 
ligne  de  soudure  à  la  marche  suivante.  Ces  soudures  sont  évidem- 
ment réglées  par  les  mêmes  conditions  que  précédemment.  Sans 
entrer  dans  de  plus  grands  détails,  nous  nous  bornerons  à  un 
exemple  dont  la  fig.  g  ci-après  donne  la  représentation  des  élé- 
ments et  le  diagramme  symbolique. 

Prenons  le  type  a  (ou  A  modifié  ainsi  qu'il  vient  d'être  dit),  et 
conservons  les  cases  extrêmes  ;  le  pourtour  sera  parcouru  de  gauche 
à  droite,  puis  le  carré  central  de  droite  à  gauche,  ce  que  nous  dé- 
signerons par  la  notation  expressive -h  A  —  a;  la  partie  extérieure 
du  type  étant  représentée  par  la  lettre  majuscule  et  la  partie  inté- 
rieure par  la  minuscule,  le  signe  qui  précède  désignant  le  sens  de 
la  description.  Représentant  de  même  par  B,  j3 ;  F,  y;  A,  d  les 
portions  extérieures  et  intérieures  des  types  en  spirale  modifiés  de 
B,  C,  D,  et  sans  se  préoccuper  bien  entendu  des  points  de  départ, 
qui  s'imposent  d'eux-mêmes,  on  formera  sans  peine  la  marche 
complète  en  spirale  la  plus  régulière,  commençant  à  la  case  i , 

I  A  -    a  —  lî  -f-  S  —  D  -f-  rî  -f-  r  —  '/, 

lo. 


lis 


dans  laquelle  chaque  marche  parlielie  spirale  type  est  Mécrlle 
d'un  seul  parcours,  la  spirale  extérieure  la  première,  la  spirale 
intérieure  postérieurement  avec  rebroussement  entre  les  deux. 
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On  remarquera  que  les  spires  a,  (3,  y,  ^  se  confondent  avec  les 
voltes  d,  c,  b,  a  du  type  conjugué  dans  les  marches  en  voltes  du 
type  qui  fournit  la  marche.  Comme  pour  les  fonctions  périodiques 
la  dérivation  double  reproduit  la  quantité  primitive,  identique  ici, 
dans  deux  directions  opposées,  en  raison  même  de  sa  symétrie 
centrale  relativement  à  elle-même. 

On  remarque  que,  pour  obtenir  des  maiches  partielles  de  deu\ 
spires,    ruiie    intérieure,    raiilre    extérieure,  rentrantes,    on  doit 
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• 

admellre  un  rebroussemenl  (changement  de  sens  île  [)arcours) 
entre  la  spire  extérieure  et  la  spire  intérieure;  cette  condition 
étant  supprimée,  on  obtient  des  marches  de  deux  spirales  exté- 
rieure et  intérieure  sans  rebroussemenl  intermédiaire,  qui,  bien 
que  n'étant  pas  rentrantes  sur  elles-mêmes,  pourront  néanmoins 
entrer  dans  la  composition  d'une  marche  totale  rentrante.  Ainsi  la 
marche  rentrante 

lA—  a—  B  —  ^'3  —  A  —  '•J'-l-r-hy 

n'a  que  deux  rcbroussements,  l'un  entre  les  deux  spires  d'une 
même  marche  spirale  partielle,  l'autre  entre  deux  marches  par- 
tielles, le  nombre  des  rcbroussements  étant  toujours  pair. 

Enfin  on  peut  obtenir  une  marche  totale  en  spirale  sansrebrous- 
sement,  telle  que  la  mai'chc  dextiorsuin 

s  17         41         S3 

A  «  B  6  A  r?  r  y, 

li         22  46        62 

dans  la  notation  de  laquelle  la  case  d'entrée  dans  une  marche  est 
indiquée  au-dessous  et  la  case  de  sortie  au-dessus  de  la  lettre  indi- 
catrice de  sa  spire  ('  ).  La  marche  sinistrorsum  sur  le  même  circuit 

se  noterait 

—  y  r  (î  A  S  B  a  A      ou      «  A  y  T  o  A  3  B, 

53  b 

en  en  réduisant  la  notation  aux  indications  indispensables;  on 
comprend  en  eflet  que  la  case  de  départ  doit  être  indiquée,  puisque 
la  portion  extérieure  et  la  portion  intérieure  de  la  marche  par- 
tielle en  voltes  mère  peuvent  se  souder  dans  l'un  quelconque  des 
quartiers  de  l'échiquier  et  de  deux  manières  dans  chacun,  don- 
nant ainsi  naissance  à  huit  marches  spirales  partielles,  spires 
externe  et  interne  de  même  sens,  et  à  autant  de  marches  spirales 
partielles  à  rebroussemenl  ou  spires  interne  et  externe  de  sens 
inverses;  quatre  seulement  de  ces  dernières  sont  rentrantes  sur 
elles-mêmes. 


(')  Les  numéros  des  cases  se  rapportent  à  ceux  de  \afig.  2  (types  A,  B,  C,  D),  bases 
de  tous  les  autres.  11  en  sera  ainsi  toutes  les  fois  qu'il  n'y  aura  pas  mention  con- 
traire. 
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Ld  fig.  lo  donne  le  diagramme  symbolique  et  le  développemenl 
de  la  marche  spirale  à  sens  continu  dextrorsum  signalée  la  der- 
nière. 

Fig.  10. 
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Observation  pratique.  —  Pour  arriver  très  promptement  et 
quasi  sans  travail  à  la  composition  des  diverses  marches  fort 
nombreuses  que  l'on  peut  composer  avec  les  éléments  étudiés,  il 
est  bonde  s'aider  de  quatre  diagrammes  représentant  développées 
et  séparément  les  quatre  types  primitifs  en  voltes,  avec  une  ligne 
de  démarcation  entre  le  quartier  central  et  le  pourtour,  ainsi  que 
les  médianes  divisant  l'échiquier  en  ses  quatre  quartiers,  ou  bien 
de  les  noter  sur  un  même  diagramme  en  coloriant  de  quatre 
teintes  différentes  les  cases  appartenant  à  chacune  de  ces  marches, 
et  dessinant  par  un  filet  les  deux  médianes  et  le  carré  central.  Par 
ce  procédé  extrêmement  simple  et  commode,  les  résultantes  de 
marches  ou  de  portions  de  marches  sautent  immédiatement  aux 
yeux,  et  les  tâtonnements  qu'exige  la  composition  des  dia- 
grammes symboliques  se  réduisent  à  presque  rien,  en  même  temps 
que  les  erreurs  provenant  d'une  inadvertance  seront  presque  abso- 
lument évitées.  Ces  mêmes  diagrammes  serviront  pour  composer 
les  marches  spirales,  et  les  cases  de  l'échiquier  pourront  toujours 
être  désignées  par  le  numéro  d'ordre  de  passage  du  cavalier  dans 
la  première  marche  régulière  dexLrorsunt  trouvée  que  portent  les 
diagrammes  de  hyjig.  2. 


RemaniHv.  —  La   marche  spirale  âexlrorswn   à    sens  continu 


donne  lieu  à  quelques  remarques  intéressantes  par  comparaison 
avec  la  première  marche  spirale  donnée,  qui  possédait  un  rcbrous- 
sement  entre  chaque  spire.  Pour  les  marches  de  sens  continu,  les 
points  de  passage  ont  lieu  dans  la  description  dexUorsum  de  la 
spirale  inlérieuie  d'une  marche  partielle  à  la  spirale  extérieure  de 
la  marche  suivante,  et  suivant  une  marche  de  trois  cases  en  ligne 
droite,  c'est-à-dire  que  la  ligne  de  soudure  est  le  prolongement  en 
ligne  di'oite  du  dernier  saut  dans  la  marche  intérieure.  C'est  en 
réalité  une  inflexion  double  remplaçant  deux  changements  de  sens 
successifs  dans  la  courbure  de  la  spirale,  existant  dans  la  première 
en  ses  points  de  rebroussement.  Les  quatre  inflexions  sont,  dans 
les  quatre  directions  différentes,  perpendiculaires  deux  à  deux, 
que  prennent  les  huit  pas  de  cavalier,  et  leurs  tangentes  s'inclinent 
successivement  dans  le  sens  de  la  rotation. 

Solution  condensée  en  nébuleuse,  ou  carrousel  du  cavalier. 

Une  dernière  solution,  également  fort  curieuse,  est  celle  où  Ion 
cherche  à  remplir  le  plus  possible  de  cases  consécutives  dans  le 
carré  central.  On  reconnaît  immédiatement  que  ce  nombre 
maximum  sera  de  12  en  pénétrant  dans  le  carré  par  un  angle  et 
en  sortant  par  l'un  des  angles  adjacents.  Cette  solution,  décrite 
dans  les  quatre  diagrammes  ci-joints  {Jîg-  11),  emprunte  aux 
marches  spirales  leurs  éléments  extérieurs.  On  remarquera  que 
les  deux  marches  qui  contiennent  les  angles  de  l'échiquier,  déri- 
vées de  A  et  A,  se  succèdent  l'une  à  l'autre  par  l'intermédiaire 
d'une  soudure  formée  de  la  volte  carrée  qui  reste  encore  à  décrire 
dans  le  carré  central.  A  proprement  parler,  celte  solution  se  com- 
pose de  six  marches  partielles,  soit,  en  commençant  par  le  qua- 
trième diagramme  ^/\,  55,  ...  et  continuant  par  les  premier, 
deuxième  et  troisième  diagrammes  :  deux  marches  circulaires  exté- 
rieures simples  de  douze  cases  chacune,  uniformément  réparties  entre 
les  quartiers,  se  succédant  par  l'intermédiaire  d'une  nébuleuse  cen- 
trale de  douze  cases  également;  enfin  deux  marches  circulaires 
extérieures  faussées  chacune  en  deux  des  angles  opposés  de  l'échi- 
quier par  un  saillant,  ces  deux  marches,  de  douze  cases  chacune, 
unies  par  la  petite  couronne  intérieure  de  quatre  marches. 

Dans  la  marche  notée,  il  j  a  changement  de  sens  d'une  marche 
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à  l'aulre  lorsque  le  cavalier  traverse  de  dehors  en  dedans  la  limile 
entre  le  pourtour  et  le  carré  central.  D'autres  marches  de  compo- 
sition analogue  présenteront  au  contraire  le  changement  de  sens 
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dans  la  niarchc  lorsque  le  cavalier  franchira  la  liniilc  de  dedans 
en  dehors. 

Cette  marche,  qui  olTre  une  succession  de  figures  d'une  grâce 
particulière,  pourrait  être  désignée  sous  le  nom  de  carrousel  du 
cavalier  et  rappelle  très  fidèlement  la  figure  du  carrousel  qui  est 
connue  en  cquitation  sous  le  nom  de  la  mêlée. 

La  combinaison  des  éléments  de  cette  marche,  diversement 
groupés  et  orientés,  [)cut  fournir  d'autres  marches  dessinant  de 
même  les  diverses  phases  de  \i\  mêlée  du  carrousel,  alors  que  les 
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marches  en  voiles,  les  deuii-écliiquiers  successifs  cl  les  spirales 
ne  sont  encore  que  différentes  figures  également  décrites  par  les 
quadrilles  d'écuyers. 

On  peut  de  la  marche  précédenle,  et  en  groupant  ses  éléments 
successifs,  déduire  la  suivante  (chiffres  des  derniers  diagrammes), 


I  ,  .  .  .  ,    I?.,    6l  ,  .  .  .  ,   6'2,     0.5,  .  .  .,    52,     21  ,  .  .  .  ,   22, 

dans  laquelle  les  polvgones  formant  les  quatre  groupes  inter- 
rompus sont  décrits  les  deux  impairs  dans  le  sens  du  diagramme, 
les  deux  pairs  en  sens  inverse. 

Observations  générales. 

Étant  donnée  une  marche,  rentrante  ou  non  sur  l'échiquier,  on 
en  déduit  de  même  nature  ". 

i**  Une  symétrique  par  rapport  à  la  médiane  verticale  ; 

2"  Une  symétrique  par  rapport  à  la  médiane  horizontale  ; 

3°  Une  symétrique  par  rapport  au  centre,  symétrique  de  cha- 
cune des  précédentes  par  rapport  à  Taxe  différent  de  celui  qui  lui 
a  donné  naissance. 

Celle  série  de  quatre  se  double  encore  par  les  séries  ([ui  leur 
sont  symétriques  par  rapport  aux  diagonales,  ce  qui  porte  à  huit 
le  nombre  des  marches  irrégulières  se  correspondant  par  symé- 
trie. 

Chaque  marche  peut,  en  outre,  être  parcourue  dans  les  deux 
sens  contraires,  et  l'on  a  définitivement  un  nombre  de  seize 
marches  pour  lesquelles  les  cases  homologues  sont  parcourues  dans 
le  même  ordre  ou  en  ordre  inverse. 

Ces  seize  marches,  si  elles  sont  rentrantes,  donnent  lieu  à 
16.64  =  2'°=  io?.4  marches  différentes  entre  elles  par  l'orienta- 
tion, le  sens,  ou  la  case  de  départ,  qui  est  arbitraire  sur  l'échi- 
quier, mais  que  l'on  peut  considérer  comme  appartenant  à  un  type 
unique  et  ne  formant  en  réalité  qu'une  solution  distincte  du  pro- 
blème. 

Lorsqu'une  marche  possède  une  ou  plusieurs  symétries  sur  elle- 
même,  le  nombre  des  marches  qui  s'en  déduit  doit  être  divisé  par 
autant  de  fois  le  facteur  2  qu'il  existe  de  symétries. 
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Par  exemple,  dans  les  marehes  régulières  étudiées,  les  types 
élémentaires  sont  tous  symétriques  d'eux-mêmes  par  rapport  au 
centre  ;  les  deux  types  en  losange  sont  symétriques  l'un  de  l'autre 
par  rapport  à  l'axe  horizontal  ainsi  qu'à  l'axe  vertical,  et  de 
même  les  deux  tvpes  eia  carré.  Les  trois  premières  symétries  ne 
donnent  point  de  multiplication  de  marche,  et  la  symétrie  diago- 
nale seule  reste  pour  en  doubler  le  nombre,  car  elle  existe  dans  la 
marche  même  pour  les  marches  losanges  et  d'une  marche  à  l'autre 
pour  les  carrés.  Les  marches  que  l'on  composera  avec  les  types  ré- 
guliers entiers  par  l'interversion  d'ordre  et  de  sens  dans  les  mar- 
ches se  doubleront  simplement  par  la  symétrie  diagonale  et  don- 
neront lieu  à  quatre  marches  seulement,  deux  dans  un  sens  et  deux 
dans  l'autre,  soit  deux  cent  cinquante-six  en  tout,  avec  les  change- 
ments d'origine  pour  les  marches  rentrantes. 

La  symétrie  par  rapport  au  centre  respecte  le  sens  de  la  marche; 
celle  par  rapport  aux  axes  la  change  de  signe,  et  par  conséquent 
change  également  la  couleur  d'entrée  dans  les  quartiers;  les  lignes 
de  soudure  se  changent  également  en  leurs  symétriques  par  rap- 
port à  l'axe  de  symétrie.  Les  quartiers  sont  également  permutés 
entre  symétriques  par  rapport  audit  axe,  ce  qui  renverse  l'ordre  de 
visite. 

Si  pour  rétablir  le  sens  de  description,  indépendant  du  circuit 
sur  lequel  on  l'exécute  et  arbitraire,  on  renverse  la  marche  symé- 
trique delà  première,  la  nouyclle  permutation  entre  les  cases  d'en- 
trée et  de  sortie  rétablit  la  couleur  primitive  de  ces  cases,  mais 
laisse  le  passage  s'elTectuer  sur  les  lignes  de  soudure  symétriques 
des  premières.  Toutes  ces  modifications  reviennent,  suivant  l'axe 
de  symétrie  choisi,  à  des  permutations  faciles  à  trouver  entre  les 
types  en  losange,  et  de  même  entre  les  types  en  carré,  avec  modi- 
fications dans  les  quartiers  de  début  de  certaines  marches.  A  ce 
sujet  on  se  souviendra,  pour  l'indication  des  marches  obtenues 
par  symétrie  d'une  marche  connue,  que  les  tvpes  A  et  A|  ne  diffè- 
rent que  par  une  rotation  d'un  quadrant,  c'est-à-dire  une  permu- 
tation tournante  dans  les  quartiers  de  voisin  à  voisin,  et  qu'il  en 
est  de  même  entre  les  types  B  et  B|,  les  types  C  et  C|  et  les  types 
DetD,. 

Par  symétrie  suivant  les  diagonales,  les  types  en  losange  sont 
maintenus,  les  lypes  en  carré  échangés  ;  la  symétrie  par  rapport 
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aux médianes  |jeriiiule  au  contraire  à  la  fuis  les  deux  types  en  lo- 
sange, ainsi  que  les  deux  types  en  carré. 

Comme  exemple,  prenons  la  marche  rentrante  désignée  parles 
voiles  qu'elle  emprunte  à  chaque  marche  partielle  (types  sans  in- 
dices pour  les  numéros)  : 

K(I,1I)  — D(I,II)  +C(I  — 1I)  +  A(m,ivj. 

17  '.7   '  61  9 

Formons  sa  symétrique  par  rapjjort  à  la  diagonale  gauche,  com- 
mune aux  quartiers  impairs  : 

—  C(I,IV)  -f-D(I,IV)  —  B(I— IV)  —  A  (111,11); 
61  ',.•>  n  11 

le  sens  de  toutes  les  marches  est  renversé,  les  types  losanges  sont 
conservés,  les  types  en  carrés  permutés;  enfin  les  quartiers  impairs 
traversés  par  la  diagonale  axe  de  symétrie  conservée,  et  les  quar- 
tiers pairs  en  dehors  de  la  diagonale  axe  permutés. 

Si  nous  retournons  la  marche  pour  lui  rendre  le  sens  primitif 
général,  nous  obtiendrons  : 

c(iv,  I)  -^À(II,^I)  —  B(iv  —  1)  —  D(iv,  I). 

60  6  32  44 

Nous  n'avons  pas  voulu  distinguer  dans  ce  qui  précède  les 
marches  similaires  avec  ou  sans  indice,  à  cause  des  numéros  d'en- 
trée et  de  sortie,  que  nous  tenions  à  indiquer  pour  faciliter  la  véri- 
filcation  au  lecteur,  et  qui  ne  pouvaient,  sous  peine  de  compliquer  et 
embrouiller  les  séries,  être  empruntés  tantôt  aux  diagrammes  de  la 
fig.  2,  tantôt  à  ceux  de  la  fig.  5.  L'écriture  serait  plus  correcte 
en  inscrivant  pour  la  première  des  trois  marches 

(de  i7)B(I,II)— D,  (I,  1I)  +  C(I-1I)  -f- A  (III,  IV)  (à  i6), 

pour  la  seconde 

(de  9.0)  —  C,(I,  IV)  -{-  D(I,  IV)  —  Bi  fl  — IV)  -  A,  (III,  II)  (à  5), 

où  l'on  reconnaît  toutes  les  règles  de  transformation  par  symétrie  : 
changements  de  sens,  permutations  de  quartiers  avec  indice  et 
sans  indice,  en  raison  du  changement  d'orientation  des  lignes  de 
soudure;  maintien  des  losanges,  permutation  des  carrés,  maintien 
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des  quartiers  Impairs  et  permutation  des  quartiers  pairs.  On  aurait 
enfin  pour  la  dernière 

(de  9X))  C,  (IV,  I)  +  A,  (II,  III)  -  Ej  (IV  -  I)  -  D  (IV,  I)  (à  45), 

dans  la  notation  de  laquelle  les  fractions  de  marches  sont  indi- 
quées telles  qu'on  les  trouverait  sur  les  diagrammes  de  l'une  ou 
Vduire  fïg.  2  et  5,  avec  le  numéro  correspondant. 

Nous  terminerons  ici  ce  travail  encore  fort  imparfait,  nous  ne 
craignons  pas  de  l'avouer,  mais  qui,  même  dans  ces  conditions,  nous 
a  paru  présenter  assez  d'intérêt  pour  nous  permettre  de  le  porter 
à  la  connaissance  des  géomètres;  car  il  n'en  est  pas  moins,  à  notre 
connaissance,  l'un  des  premiers  pas  d'exploration  en  des  régions 
encore  inconnues  et  qu'Euler  n'avait  pas  dédaigné  d'aborder.  Mais, 
en  terminant,  nous  donnerons,  avec  quelques  observations  qui  lui 
viennent  en  aide,  le  principe  rudimentaire  énoncé  par  Vander- 
monde,  principe  qui  s'impose  et  se  présente  de  lui-même  dans  la 
pratique  des  tâtonnements  au  point  que,  sans  le  connaître  et  sans 
songer  à  le  formuler,  nous  nous  en  étions  dès  le  premier  jour 
presque  continuellement  servi  ;  il  nous  paraît  néanmoins  conve- 
nable de  ne  pas  le  passer  sous  silence. 

Principe.  —  S'il  existe  (restriction  oubliée  par  Vandermonde) 
un  certain  nombre  (au  moins  une)  de  marches  reliant  par  saut  de 
cavalier  toutes  les  cases  de  l'échiquier,  on  arrivera  nécessairement 
à  en  obtenir  une  par  le  tâtonnement  suivant  : 

Le  cavalier  partant  d'une  case  origine  quelconque,  on  lui  fait 
parcourir  par  sauts  (en  la  notant)  une  marche  quelconque  com- 
posée d'un  certain  nombre  de  cases  et  évitant  de  visiter  deux  fois 
la  même,  jusqu'au  point  d'arriver  à  une  case  dont  il  ne  puisse  plus 
sortir  sans  passer  par  une  case  déjà  vue. 

Cela  fait,  ou  bien  les  soixante-quatre  cases  auront  été  pai'courues, 
ou  bien  il  restera  des  cases  vides.  Dans  le  premier  cas,  le  problème 
est  résolu,  mais  la  marche  n'est  pas  rentrante  en  général. 

Dans  le  second  cas,  soient  A  la  case  d'arrivée  etB  l'une  de  celles 
déjà  vues  en  communication  avec  elle.  Si  H  est  la  case  origine 
O,  la  marche  [Partielle  est  rentrante  et  peut  être  coupée  en  un 
quelconque  de  ses  points.  On  l'y  coupera  en  un  point  convenable 


([lie  l'on  va  déteriuiner,  ol  l'on  agira  sur  olle  à  partir  de  la  nou- 
velle origine  coniintî  il  va  iinniédialement  être  expliqué. 

Dans  le  cas  général,  on  suivra  d'abord  la  marche  primitive  de 
O  à  B;  puis,  passant  de  B  à  A  imniédiatemenl,  on  décrira  en  sens 
inverse  la  portion  de  cette  marche  comprise  entre  A  et  la  case  C 
qui  suivait  immédiatement  B.  De  la  case  C  on  pourra  généra- 
lement trouver  une  case  libre,  et  l'on  poursuivra  la  marche 
O,...,  B,...,  A,...,  C  jusqu'à  nouvel  arrêt. 

Si  ce  nouvel  arrêt  fait  retomber  sur  une  case  X  comprise  dans 
la  marche  O,.  .  . ,  B  et  suivie  de  la  case  B  dans  la  description  de 
cette  partie  tle  la  marche,  on  changera  l'origine  et  la  [)rcndra 
en  B,  décrivant  à  partir  de  R  (et  dans  le  sens  déjà  adopté)  le  cir- 
cuit précédent  jusqu'à  la  case  X,  à  partir  de  laquelle  on  reprend 
en  sens  inverse,  de  X  à  O,  la  portion  de  la  marche  que  l'on  avait 
laissée  de  côté  au  début.  On  revient  ainsi  à  la  première  origine  par 
une  marche  constituée  de  la  manière  suivante  : 

R B ,A,.  .  .,C ,X,.  ..,0. 

Ces  tâtonnements  amèneront  nécessairement  soit  à  une  marche 
compi'enant  toutes  les  cases  de  l'échiquier,  soit  à  une  marche  ren- 
trante sur  elle-même,  dernière  observation  négligée  par  Aander- 
monde,  si,  ce  que  nous  ne  pouvons  vérifier,  nos  souvenirs  ne  nous 
trompent  pas.  Toutefois,  si  la  marche  est  rentrante,  laissant  des 
vides  sur  l'échiquier,  en  coupant  la  marche  en  une  case  en  com- 
munication avec  l'une  des  cases  étrangères,  on  peut  y  englober 
celle-ci  et  toutes  celles  également  étrangères  qui  formeraient  avec 
celle-ci  une  marche  continue,  rentrante  on  non.  La  marche  totale 
résultante  pourra  n'être  point  rentrante;  mais  on  décomposera 
sans  la  moindre  difficulté  l'échiquier  en  un  certain  nombre  de 
marches  rentrantes  que  l'on  soudera  ensuite  deux  à  deux  et  qui 
serviront  de  base  au  travail  définitif. 

Reninr(/ue.  —  Lorsque  l'on  procède  par  tâtonnements  à  la  for- 
mation d'une  marche,  il  est  commode  de  considérer  en  même 
temps  une  ou  plusieurs  des  marches  symétriques,  soit  au  centre, 
soit  par  diagonales,  soit  par  médianes,  en  évitant  de  les  faire  em- 
piéter les  unes  sur  les  autres;  on  soudera  ensuite  entre  eux  les 
divers  éléments  obtenus.  Cette  simple  remarque  a  été  la  base  de 
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nos  recherches  et,  avec  l'applicalion  quasi  inconsciente  du  prin- 
cipe de  Vandermonde,  nous  a  permis  de  trouver  avec  très  peu  de 
travail  les  marches  types,  dont  nous  avons  par  la  suite  donné  l'ex- 
plication raisonnée,  à  la  fois  rationnelle  et  anal\  tique,  qui  constitue 
le  corps  du  présent  essai. 


Le  Souan-paji  des  Chinois  et  la  Banque  des  argentiers. 
par  M.  Léo^  Rodet. 


J'ai  eu  la  bonne  fortune  de  me  trouver  dernièrement  en  rapport 
avec  un  jeune  homme,  M.  Arnold  Vissière,  diplômé  de  l'Ecole  des 
langues  orientales  vivantes  pour  le  chinois,  et  aujourd'hui  inter- 
prète de  l'ambassade  brésilienne  à  Canton.  Sur  ma  demande, 
M.  Vissière  avai  t  bien  voulu  entreprendre  l'étude  des  Mathématiques 
chez  les  Chinois,  étude  qui  a  été  à  peine  effleurée  par  Ed.  Biot, 
et  il  avait  déjà  entrevu  une  ample  moisson  de  faits  curieux  lorsque 
son  départ  pour  la  Chine  est  venu  le  forcer  à  interrompre  ses 
recherches.  11  m'a  signalé,  entre  autres  choses  importantes,  parmi 
les  trésors  de  notre  Bibliothèque  nationale,  qu'il  se  proposait  de 
mettre  amplement  à  profit,  une  biographie  des  auteurs  chinois 
qui  ont  écrit  sur  les  Mathématiques  et  l'Astronomie,  avec  appré- 
ciation du  mérite  de  leurs  Ouvrages. 

M.  Vissière  n'avait  eu  le  temps  de  me  faire  connaître  que  fort 
peu  de  choses  qu'il  avait  découvertes  dans  un  Ouvrage  analysé 
jadis  par  Biot,  et  intitulé  Souan-fa-lhong-tsong,  «  Recueil  général 
des  règles  du  calcul,  »qui,  composé  au  xv^  siècle  de  notre  ère,  sert 
encore  de  Livre  classique  pour  l'enseignement  du  calcul  en  Chine. 
Parmi  les  faits  curieux  qu'il  m'avait  signalés  se  trouve  celui-ci. 
Dans  ce  Traité,  tous  les  calculs  sont  expliqués  pour  être  effectués 
sur  la  planchette  appelée  souan-pan,  sorte  à'ahaciis  dont  l'usage 
est  universel  en  Chine;  les  marchands  et,  paraît-il,  d'après  l'Ouvrage 
en  question,  les  savants,  ne  font  pas  leurs  calculs  autrement  qu'à 
l'aide  de  ce  petit  outil,  très  portatif  du  reste. 
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Il  se  compose  d'une  série  de  broches  tenues  par  un  cadre  et 
parlagées  par  une  pelilc  réglette,  que  les  broches  traversent,  en 
deux  parties  d'inégale  longueur.  Des  boules,  au  nombre  de  cinq 
dans  la  partie  inférieure,  de  deux  dans  la  partie  supérieure,  la  plus 
courte,  sont  enfilées  dans  les  broches,  pouvant  glisser  très  aisément, 
le  tout  oOrant  une  disposition  analogue  à  ces  cadres  qui  servent  à 
marquer  les  points  des  joueurs  au  jeu  de  billard;  seulement  le 
souan-pan  se  pose  à  plat  sur  une  table,  les  broches  placées  d'arrière 
en   avant. 

Chacune  de  ces  broches  représente  im  ordre  d'unités  décimales  : 
les  cinq  boules  inférieures  valent  chacune  i  unité,  les  supérieures 
en  valent  5.  On  marque  un  nombre  sur  sa  broche  en  approchant 
les  boules,  en  quantité  convenable,  de  la  réglette  intermédiaire. 

Ainsi  la  figure  suivante  représente  les  neuf  premiers  nombres. 
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La  position  du  nombre,  ou,  si  l'on  veut,  le  choix  de  la  broche  des 
unités  sur  l'appareil,  est  tout  à  fait  arbitraire;  on  verra  même,  par 
les  exemples  d'extraction  de  racine  carrée,  qu'on  écrit  plusieurs 
nombres  à  la  fois  sur  le  même  souan-pan.  Pour  la  facilité  des 
commençants,  on  peut  coller  sur  la  réglette,  en  face  de  chaque 
broche,  l'indication  de  la  valeur  numérique  de  cette  broche.  C'est 
ainsi  que,  dans  une  figure  destinée  à  représenter  la  division  de 
1934^6^8^  tcho  (unité  de  capacité)  par  6,  chaque  broche  porte 
sur  la  traverse  l'indication  du  multiple  de  ladite  unité  qui  v  cor- 
respond; et,  comme  la  division  conduit  à  une  moitié,  le  5  qui 
correspond  à  cette  moitié  au  quotient  porte  le  signe  de  cuiller, 
cochleariian,  dixième  partie  du  tcho. 

Comme  exemple  de  la  façon  dont  on  effectue  les  calculs  sur  cet 
appareil,  je  vais  citer  celui  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle, 
quelM.  Yissière  a  bien  voulu  traduire  mot  à  mot  du  Manuel  chinois. 
J'accompagnerai  cette  explication  de  figures  destinées  à  faire  voir 
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la  disposition  des  boules  sur  leurs  bi'oches  pendant  le  cours  de 
l'opération.  Je  ne  représente,  bien  entendu,  que  les  broches  utiles, 
en  remarquant  que,  si  rien  de  particulier  n'est  dit  à  ce  sujet,  la 
position  de  la  broche  des  unités  est  absolument  arbitraire  sur  la 
planchette. 

«  Du  crochet-el-janibe  [triangle  rectangle)  (').  —  Le  côté  en 
travers  et  en  large  (la  base)  se  nomme  le  crochet,  le  côté  dressé  et 
en  longueur  (la  hauteur)  s'appelle  la  jambe,  et  la  ligne  qui  part  en 
biais  entre  les  deux  pointes  s'appelle  la  corde  d' arc  (l'hypoténuse). 

»   On  a  un  crochet  de  27  pieds  et  une  jambe  de  36  pieds  :  on 
demande  combien  a  la  corde  en  biais. 
»   Réponse  :  corde  en  biais,  45  pieds. 

»  Méthode.  —  Posez  la  jambe,  36  pieds,  et  multipliez-la  par 
elle-même  ; 

Fig.  2.  Fig.  ?>.  Fig.  4.  Fig.  5. 
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vous  trouvez  pour  son  plein  i  2C)6  pieds  (-). 


(')  L'auteur  ajoute,  à  titre  d'explication,  que  le  «  crocliet-et-janilic  »  n'est  autre 
chose  que  l'équerre  des  ouvriers. 

(-)  Lorsque  plusieurs  figures  sont  juxtaposées,  la  première  ou  les  premières  repré- 
sentent un  état  transitoire  du  calcul  :  ainsi,  dans  la /î^.  3,  la  première  moitié  l'ait  voir 
le  commencement  de  l'addition  de.iG-f-i8o;  la  centaine  est  inscrite  à  sa  place,  ainsi 
que  le  5  contenu  dans  8  dizaines;  un  second  .S  est  formé  des  trois  dizaines  restantes 
et  de  deux  des  trois  existant  déj-i  sur  la  broche;  mais,  comme  deux  boules  de  5  valent 
ro,  la  seconde  partie  représente  ces  deux  boules  de  5  di/.aines  remplacées  par  une 
l>onle  de  centaines,  et  donne  le  résultat  définitif  30  -)-  i8o  --  516. 
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»   D'autre   j)art,    inulliplicz   éf^aleiiieiil  le  cruclicl,  2",  par   lui- 
même. 


Fig.  6. 
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^ 

7X2  =  li 
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■+- 
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centaines. 
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et  vous  obtiendrez  son  plein  jap  pieds. 

M  Ces  deux  nombres,  additionnés,   font   2023   pieds,  nombre 
masse  (antécédent  d'un  rapport,  dividende,  nombre  proposé  dans 

Fig.    10.  ¥\^.  1 1.  Fig.  12. 
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un  problème)  égal  au  plein  de  la  corde  multipliée  par  elle-même, 
que  nous  allons  ouvrir  par  la  règle  de  V ouverture  du  plein  à  plat. 
»  La  première  estimation  est  4",  que  vous  placerez  à  gauche  ; 
posez  également  4o  à  droite,  ce  qui  sera  le  nombre  type  (conséquent 
d'un  rapport,  diviseur)  du  carré  [fig.  i3). 

Fi{T.  i3.  Fig.  i',.  Fig.  i.'x 
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»   4  à  gauche  vis-à-vis  de  4  à  droite  appellent  4  [fois]  4  ou  1600 

MM.  I  I 
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pieds  à  retrancher  du  nonihie  masse  [Jîg-  i4)  (')•  ^^  nombre 
masse  restant  est  4^5  pieds  [fig.  i5). 

»  Alors  doublez  le  nombre  type  du  carré  4o,  première  estima- 
lion,  à  droite,  ce  qui  fait  80,  nombre  type  des  goussets.  La  seconde 
estimation  est  5  pieds,  que  vous  placerez  à  la  suite  de  la  pre- 
mière estimation  4o,  à  gauche,  et  également  à  droite,  à  la  suite 
de  80,  nombre  type  des  goussets,  ce  qui  fait  [de  ce  5]  le  nombre 
type  du  coin  {fig-  16). 

»  5  à  gauche  en  face  de  8  à  droite  appellent  5  [fois]  8,  4oo  pieds 
à  retrancher  du  nombre  masse  [fig.  17). 

»  En  outre,  5  à  gauche,  en  face  de  5  à  droite,  appellent 
5  [fois]  5,  20  pieds,  à  retrancher  du  nombre  masse. 

Fi(î.  16.  Fig.  17.  Fig.  18. 
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))  Le  nombre  masse  étant  épuisé  exactement  [fig-  18),  on 
obtient  pour  la  corde  ou  ligne  en  biais  45  pieds.  » 

Cette  opération  se  comprend  d'elle-même;  je  n'ai  donc  besoin 
que  d'ajouter  un  mot  pour  expliquer  les  expressions  de  nombres 
types  du  carré,  des  goussets,  du  coin,  qui  ont  été  employés  par 
l'auteur. 

Elles  proviennent  de  ce  que  les  Chinois,  comme  les  Arabes  (  voir 
mon  algèbre  d'y/l-Khdrizmi),  comme  les  Grecs,  comme  proba- 
blement tous  les  anciens  mathématiciens,  avaient  déduit  la  règle 
d'extraction  de  la  racine  carrée,  non  pas,  comme  nous  le  faisons 
implicitement  aujourd'hui  et  comme  pouvaient  le  faire  les  Indiens, 
au  moins  depuis  Aryabhata,  de  la  formule  algébrique 

(a  ■+-  .r)*=  rt'  4-  2<7.r  -h  .r-, 


(')  La  Jîg.  i')  représente   lu  nombre  202j   préparé  pour  permettre  la  soustraction 
de  1600. 
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mais  bien  de  la  fifj^iire  f^éométrique 


composée  d'un  carré  principal  égal  à  a^,  de  deux  goussets  valant 
ensemble  2.ax  et  d'un  petit  carx^é  en  coin  x-. 

Telle  est  l'explication  donnée  par  l'Ouvrage  lui-même  pour  la 
série  des  opérations  concernant  la  racine  carrée.  Pour  la  racine 
cubique  (dont  M,  Vissière  n'a  pas  eu  le  temps  de  me  traduire 
d'exemple),  la  règle  pratique  pour  son  extraction  se  déduit  du 
triangle  arithmétique,  que  les  Chinois  figurent  ainsi  : 

©JD 

®®Qo)®©® 


Ed.  Biot,  qui  a  déjà  signalé  l'existence  de  cette  figure  dans  un 
article  du  Journal  des  Savants,  a  eu  le  tort,  en  reproduisant  la 
figure,  de  supprimer  les  encadrements  circulaires  qui  entourent  les 
coefficients  et  les  lignes  qui  indiquent  la  généalogie  de  ces  coeffi- 
cients. 

Autre  remarque  encore  :  le  can-é  d'une  ligne  s'appelle  en  chinois 
son  plein,  plus  précisément  encore  son  plein  à  plat,  comme  qui 
dirait  son  carré  plan,  le  cube  s'appelant  le  plein  dressé  ou  debout. 

Quant  au  terme  cjui  sert  à  exprimer  l'extraction  de  la  racin.e 
carrée  ou  cubique,  à  savoir  l' ouverture  du  plein  à  plat  ou  debout, 
il  m'a  fait  souvenir  sur-le-champ  que  les  Anglais  appellent  ^«ro/a^/o« 

1 1 . 


—    Kii  - 

rt'h'valioii  aux  puissances  el  évulution  lexlraclion  des  racines.  Je 
n'ai  pas  encore  pu  trouver  l'origine  de  ces  deux  expressions;  je 
n'ai  pas  été  peu  étonné,  du  reste,  de  trouver  une  d'elles  en  chinois. 
La  soustraction,  sur  cet  appareil  (et  tous  les  similaires),  s'effec- 
tue plus  simplement  et  plus  naturellement  en  commençant  l'opé- 
ration par  les  plus  hautes  unités,  comme  on  en  jugera  d'après 
l'exemple  suivant,  qui  représente  les  phases  successives  de  la  sous- 
traction 0.025  —  1^-96  =  729  (  '  )  • 

Fig.     K).  l'irr.     20.  Fifr.    V>I.  Fiff.    2^.  Fiff.    ^3.  FifJ.    ■?/\. 
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A  vrai  dire,  cette  manière  de  procéder  est  plus  rationnelle  :  il  est 
tout  naturel  que,  une  fois  qu'on  a  établi  le  restant  en  unités  d'ordre 
su|)érieur,  on  puisse  disposer  librement  d'une  ou  plusieurs  de  ces 
unités  restantes  pour  satisfaire  à  la  demande  des  unités  inférieures. 
C'est  ce  qui  explique  pourquoi  les  anciens  auteurs,  Aben-Ezra  (à 
Rhodes  au  xii^  siècle),  Al-Morouzi  (à  Merv  cent  ans  plus  tard), 
prescrivent  de  commencer  la  soustraction  par  la  gauche.  Mais 
lorsqu'on  a  commencé  à  opérer  à  la  jduinc,  comme  ce  mode  de 
procéder  oljjigeait  à  barrer  les  chillres  déjà  posés  pour  leur  en 
substituer  d'autres  moindres,  on  a  préféré  commencer  l'opération 
par  les  unités  inférieures,  ce  qui  donne  immédiatement  le  reste  à 
écrire. 

Voilà  tout  ce  que  j'ai  pu  apprendre  du  maniement  du  souan-pan  ; 
je  me  suis  néanmoins  décidé  à  le  publier,  parce  que  j'ignore  quand 
il  me  sera  donné  maintenant  de  compléter  mes  connaissances  à  ce 
.sujet.  Il  resterait  pourtant  à  savoir  quelques  détails  utiles  :  comment 


(')  Ici,  les  deux  (i(]Lires  accoiiplt'os  rrprcscntont  :  l.i  premiorc,  le  nombre  dont  on 
r<'lr;inctie,  la  deuxième,  celui  que  Ion  retranche.  J'ai  fait  disparaiire  à  chaque  fois  do 
ce  dernier  les  houles  que  je  retranchais  du  prajiiier.  Aux  fig.  20,  21  et  23  j'ai  en  plus 
tiansformé  une  boule  supérieure  en  5 -+- ô  de  l'ordre  inférieur,  alin  de  rendre  la 
sonslractioi)  jinssilile. 


-  \6j  — 

on  efïectue  les  calculs  avec  fractions  non  décimales  (les  sous-niul- 
tiples  des  unités  de  mesure  en  Chine  sont  tous  décimaux]; 
comment  on  pose  et  résout  une  proporli<»n,  une  règle  de  trois  (et 
de  cinq,  de  sept,  etc.,  comme  disent  les  Indiens];  comment  on  traite 
les  problèmes  de  fausse  position.  On  connaît  à  ce  propos  la  méthode 
arabe  de  double  fausse  position  qu'on  appelle  (en  arabe)  cl-hliatai/i, 
les  deux  péchés,  et  qu'on  applique  à  la  recherche  de  la  valeur  de 
l'inconnue  qui  satisfait  à  la  condition  /(x)  =  è,y  étant  d'ordinaire 
une  fonction  du  premier  degré,  mais  d'un  énoncé  un  peu  com- 
pliqué. Les  arithméticiens  arabes  tracent  ce  qu'ils  appellent  una 
balance,  ainsi  faite  : 


sur  le  point  de  suspension  de  laquelle  ils  écrivent  la  valeur  b  im- 
posée à  la  fonction.  Ils  placent  dans  les  plateaux  les  deux  valeurs 
fausses  prises  pour  x,  les  deux  péchés,  lesquelles  fournissent  pour 
y  les  valeurs  [3  et  Çù'  différentes  de  b.  Les  différences  à  5  de  ces 
.valeurs  (3  et  j3'  s'écrivent  à  côté  du  plateau,  au-dessus  si  elles  sont 
par  excès,  au-dessous  si  elles  sont  par  défaut,  et  l'on  en  déduit,  au 
moins  pour  le  premier  degré, 

Je  ne  parle  ici  que  de  la  disposition  du  calcul  et  non  delà  méthode, 
qui  a  été  déjà  bien  des  fois  discutée. 

II. 

Dès  que  j'ai  su  faire  sur  le  souan-pan  les  opérations  que  je  viens 
de  décrire,  c'est-à-dire  les  six  règles  de  l'Arithmétique,  il  m'est 
venu  à  l'idée  de  comparer  cette  manière  d'effectuer  les  calculs  à 
celui  que  les  auteurs  du  xv^  siècle  appelaient  super  liiiens  et.  per 
projectiles  (projectiles  =  jetons),  dont  M.  Treutlein  a  donné  les 
éléments  dans  son  travail  intitulé  Das  Rechnen  ini  \&'''^Jahr])undeit 
(dans  le  premier  lascicule  des  AbJiandluiigen  zur  (reschichte  der 
Mathematih  ) . 


—  166  — 

C'était  le  procédé  dont  se  servaient  au  moven  âge  les  argentiers; 
les  calculs  s'effectuaient  sur  une  petite  table,  une  banque  [die 
Bank,  le  banc,  est  encore  du  féminin  en  allemand),  d'oii  est  venue 
l'expression  àe  faire  la  banque,  et  d'où  aussi  les  argentiers  se  sont 
appelés  plus  tard  des  banquiers.  Sur  cette  table  étaient  tracées  des 
lignes  horizontales  représentant  les  différents  ordres  d'unités  déci- 
males; àes]e\.ons^  projectiles,  posés  sur  les  lignes,  représentaient 
les  unités  de  l'ordre  de  la  ligne;  d'autres  jetons,  posés  sur  l'inter- 
ligne, valaient  5. 

Voici,  d'après  ces  conventions,  les  figures  successives  que 
prenait  la  banque  dans  le  calcul  du  carré  de  36,  en  effectuant  sur- 
le-champ,  à  l'exemple  du  calcul  chinois,  la  réduction  des  produits 
partiels  avec  le  nombre  déjà  obtenu  : 

I"ig.  3.  Fig.  4- 

IS  dizaines  +  9  centaines 

396.  1296. 


Fig.  1. 

Fig.  ... 

6X6  =  36 

■+■ 

18  dizaines 
S16. 

—         -♦-♦-         -«-♦^—        — ♦♦  — 
♦  ♦ 

♦  ♦  ♦  ♦ 

— « —         — « —         « ^ 

Mais,  en  opérant  sur  ce  dernier  appareil,  j'ai  aperçu  la  particu- 
larité suivante. 

Tandis  que  sur  le  souan-pan  on  est  obligé,  vu  le  nombre  restreint 
des  boules  sur  chaque  broche,  de  toujours  effectuer  immédiatement 
la  réduction  des  produits  partiels,  ce  qui  fait  disparaître  toute 
trace  des  calculs  intermédiaires,  ne  laissant  subsister  que  le  résul- 
tat définitif,  il  est  possible,  sur  la  banque  des  argentiers,  de  po- 
ser, sans  les  réduire,  les  produits  partiels  comme  ceci  : 

Fig.  5. 
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pour  ne  compter  qu'après  tous  les  jetons  posés  sur  chaque  ligne 
et  interligne,  et  le  résultat  définitif  peut  encore  s'écrii'e  sur 
la  table  à  côté  des  résultats  partiels,  qiie  l'on  n'a  pas  besoin  de 
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supprimer  avanl  que  la  preuve  de  l'opéiatioii  ail  déinontrt'î 
l'exactitude  du  résultat  final;  et,  si  cette  preuve  fait  voir  que  l'on 
s'est  trompé,  on  peut  reprendre  chaque  opération  partielle,  recon- 
naître où  gît  l'erreur,  et  par  conséquent  la  corriger.  11  en  résulte 
que  le  souan-pan  ne  peut  utilement  servir  qu'à  soulager  la  mémoire 
d'un  calculateur  déjà  bien  exercé,  tandis  que  la  banque  peut  être 
un  instrument  et  d'études  individuelles  et  de  démonstration. 

Cette  observation  n'est  peut-être  pas  sans  utilité  pratique.  On 
ne  peut  nier  que  le  besoin  ne  se  fasse  impérieusement  sentir  d'avoir, 
pour  l'enseignement  élémentaire,  un  instrument  qui  permette 
d'initier  les  intelligences  inexpérimentées  aux  principes  du  calcul  : 
les  innombrables  inventions  en  ce  sens  qui  figurent  à  nos  exposi- 
tions en  témoignent  surabondamment.  Or  la  banque  des  argentiers, 
ou  quelque  chose  d'analogue  (on  pourrait,  par  exemple,  disposer 
les  lignes  verticalement),  qu'il  est  on  ne  peut  plus  facile  de  réaliser 
économiquement  avec  une  planche  de  bois  tendre  et  des  punaises, 
voire  même  avec  une  pelolte  et  des  épingles,  me  paraît  réaliser 
complètement  les  conditions  requises  pour  un  appareil  de  ce 
genre.  Exposer,  par  exemple,  et  faire  bien  saisir  la  règle  de  la 
soustraction,  ce  qui  est,  je  me  le  rappelle  par  expérience,  une 
première  pierre  d'achoppement  pour  les  débutants,  deviendrait 
extrêmement  facile.  Il  suffirait,  pour  éviter  toute  confusion,  d'a- 
voir, pour  écrire  le  nombre  soustractif,  des  fiches  ou  punaises 
soit  d'une  forme,  soit  d'une  couleur  différente  de  celles  repré- 
sentant les  nombres  additifs  ;  dès  lors,  si  l'on  a,  comme  dans  l'ex- 
traction de  la  racine  carrée  figurée, plus  haut,  à  retrancher  1600 
de  2025,  ce  qui  s'écrirait  comme  en  A,  il  suffirait  de  transformer 

Fig.  6.  Fig.  7.  Fig.  8.  Fig.  9. 

A  lî.  C  D. 
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la  figure  A  en  celle  B,  évidemment  équivalente,  pour  justifier  du. 
coup  la  soustraction  avec  emprunt.,  ou  en  celle  marquée  C,  pour 
faire  comprendre  la  soustraction  avec  addition  arbitraire,  telle 
qu'on  est  obligé  de  la  pratiquer  dans  la  division.  Dans  l'un  comme 
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dans  laulre  cas,  en  enlevant  autant  de  losanges  que  de  croix,  on 
tombe  toujours  sur  le  reste  D  :  identité  du  résultat  final,  qui  est 
l»ien  certainement  la  meilleure  démonstration  aux  yeux  des  débu- 
tants. 

Je  n'ai  plus  qu'une  observation  à  faire  :  elle  est  relative  à  l'emploi 
d'un  signe  valant  5  dans  les  appareils  que  je  viens  de  décrire.  Si 
cet  usage  ne  s'était  rencontré  que  dans  la  banque  des  argentiers 
d'Occident,  on  eût  pu  croire  que  c'était  un  souvenir  des  chiffres 
romains,  et  qu'on  avait  cherché  à  reproduire  vi,  vii,  ....  Ix, 
Ixx,  ...,  de,  dcc,  .  .  .  ;  mais  l'existence  d'un  pareil  signe  dans 
le  souan-pan  des  Chinois,  qui  remonte  à  une  très  haute  antiquité, 
j)rouve  que  ce  signe  a  été  inventé  uniquement  pour  simplifier 
l'écriture,  et  mieux  encore  la  lecture  des  nombres  :  il  n'est  pas 
commode  de  lire 

Huit  points.  Neuf  points. 


du  premier  coup  d'oeil,   tandis  que  les  figures  qui  précèdent  se 
lisent  très  aisément. 

P.  S.  —  Dans  la  séance  de  l'Académie  des  Sciences  du  16  juil- 
let 1860,  M.  Chasles  a  communiqué  une  lettre  de  M.  d'Escayrac 
de  Lauture  décrivant  l'instrument  dont  il  vient  d'être  question. 
M.  Chasles  exprime  le  regret  de  n'avoir  pu  reproduire,  dans  les 
Comptes  rendus  imprimés,  les  figures  des  calculs  que  contenait  la 
lettre  citée.  Le  présent  article  se  trouve  répondre  aux  regrets  de 
notre  honoré  doyen.  J'ajouterai,  pour  les  personnes  qui  auraient 
le  désir  de  reproduire  des  figures  de  ce  genre,  que  je  les  ai  exé- 
cutées au  moyen  des  caractères  de  plain-chant  de  l'imprimerie 
J.  Le  Clère. 
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Sur  les  nouvelles  Jortnules  de  MM.  Seidel  et  Stem,  concernant 
les  nombres  de  Bernoulli;  par  M.  Edouakd  Lucas. 

(Séance  du   iG  avril  1880.) 

M.  Scldel  a  donné,  le  premier,  des  nouvelles  formules  fort  re- 
marquables sur  les  nombres  de  Bernoulli  (').  Ces  relations  se 
distinguent  de  celles  que  l'on  connaissait  jusqu'à  présent  en  ce 
qu'elles  ne  contiennent  qu'un  certain  nombre  de  coefficients  au 
lieu  de  les  contenir  tous.  M.  Stern  a  généralisé  les  résultats  de 
M.  Seidel  en  donnant  des  relations  qui  ne  renferment  que  les 
nombres  B^r,  B.2r->'>  •  •  •  jusqu'à  B;-_^  ou  13;-_j^,,  s  étant  un  nombre 
positif  ou  nul,  inférieur  àr;  on  retrouve  les  formules  de  M.  Seidel 
pour  s  =  o. 

En  s'appuyant  sur  le  calcul  symbolique  et  sur  les  formules  que 
j'en  ai  déduites,  M.  Kadicke,  professeur  à  Bromberg,  a  trouvé 
une  démonstration  très  simple,  qu'il  vient  de  m'adresser,  des 
formules  de  M.  Stern.  Considérons  la  série  des  quantités 

"o>  "1,  '/.!,  «;j,   •  •  -,  "«-   .  •  •; 

formons  une  seconde  série  de  quantités 

S'W|3,   S'wi,   S^  u.,,   ^'''3,    •••,   S'//„,    ... 

au  moyen  de  la  relation 

formons  ensuite  la  série 

S^Wo,    S'Wi,     S2«2,     S"  «3,     ...,     S^«„,     ... 

au  moyen  de  la  relation 

S^ii^  —  S'  //„  +  S'  H„_^.,  r-.-~  «,,^2  -f-  2  K^+,  -4-  //„, 

et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  que  l'on  a,  en  général. 


(")   Sitzungsbcrichte   (1er   math .-phrs,  Clossr  dcr  hôiilg.  hohm,  Acadeiuir  'In   lf'i>- 
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et  aussi  la  relation 

dans  laquelle  /?),  /^o»  •  •  -iPp  désignent  les  coefficients  de  la  puis- 
sance/? du  binôme.  On  peut  donc  écrire  la  formule  précédente 
sous  la  forme  symbolique 


S/'u. 


'j   » 


dans  laquelle  on  remplacera  les  exposants  de  u  par  des  indices. 
D'autre  part,  on  tire  successivement 


ou,  symboliquement, 

(2)  S/'«„  =  S^(S  +  i)"Mo, 

dans  laquelle  on  remplacera  les  exposants  de  p  par  des  indices. 
Mais  on  tire  de  la  formule  (  i  ) 

SPuo  =  {u-hi)P, 
et,  en  transportant  dans  l'équation  (2), 

(3)  SPu^=-.[u-hl]P{u-^i-l)"; 
on  tire  encore  de  la  formule  (i) 

(4)  S"K^=wP(jf  +  l)". 

Les  formules  (3)  et  (4)   subsistent  pour  des  valeurs  quelconques 

des  quantités  uq,  «i,  112-, Posons,   en  général,    u„  =  B„,   en 

désignant  par  B„  le  nombre  de  Bernoulli  défini  par  la  relation 

z  z  z^  z" 

=  e^-=  Bo  4-  B,  -  +  B2 !-  •  •  •  H-  B„ 1 -, 

e-  —  I  1  i  .i  i  .2.  .  ./i 

on  sait  que  l'on  a,  symboliquement, 

Bj/,^,  =:o,      :B  +  i'/'-'  =  o, 
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el,  pour  yy -;  2, 

(B  +  1)/'— B''  =  o. 

Cela  posé,  nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  p -{- n  sera 
pair  ou  impair;  dans  le  premier  cas,  on  tire  de  (3)  et  (4  ) 

S/'B^  —  S«B/,  =  0, 

et  dans  le  second  cas 

S/'B„  +  S«B^  =  o. 

Par  conséquent,  en  se  servant  de  la  formule  (1),  on  obtient 

(5)  B''(B  + 1)"=  (— i)^+"B«(B -+- i)/'. 

Cette  relation  importante  contient  toute  la  première  classe  des 
formules  données  par  M.  Stern;  en  supposant,  plus  particulière- 
ment, p  =  n-i-  i ,  on  a 

(6)  B"+'(B  +  i)«+B'»(B  +  i)"+»  =  o; 

on  retrouve,  pour  les  diverses  valeurs  de  n,  les  formules  de  M.  Sei- 
del.  Ainsi,  pour  «  =  6  et  pour  tz  =  7,  on  a 

i3Bi2  + 55Bio  + '27B8  -h    B6  =  o, 
i5Bi4  h-9iBi2  4-  77810+968  ==0. 

Posons  maintenant 

u^  =  {-2P-i]Bp; 

on  a,  symboliquement, 

SPUo=[2B-+--i)P—{B  +  i)P; 

l'équation  (3)  devient  alors 

SPu„={iB  +  i)^(2B-M  —  1)"—  (B  -i-  i)^(B-M  —  ij". 

D'autre  part,   on  tire  de  l'équation  (4) 

S"«p=2/'B/'(2B  +  i)"  — B/^(B+i)", 

et  l'on  a  la  relation 

(2B-+-l)^+  (2''—  2)B''  =  0. 

On  a  donc,  pour  p-{-  n  pair,  la  formule 
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el,  pouryy  +  n  impair, 

par  conséquent,  il  en  résulte 

(   2/'B''(2B-t- i)"  — B''(B-i- !)'» 

\        +(— i)/^-*-"[2"B"(2B  +  i)/'  — B"(B-t- i'/']  =  o. 

Cette  relation  correspond  au  second  groupe  de  formules  données 
par  M.  Stern,  et,  pour  p  =  n-h  i,  on  retrouve  les  formules  de 
M.  Seidel.  Au  moyen  de  l'identité 

("  +  0?  —  "'j  =  "i-i^ 

on  déduit  la  formule 

(8)  (22''-.]B,„  +  «,(2^«-^-l)B.,„_,  +  //;(2'«-*-l)B,„_^+...  =  0, 

et,  pour  n  =  6  el  7i  =  y, 

455Bi2+  I7o5Bio+  425B8+  765=  o, 
5461  Bu  4-  28665B,2-|-  ii935B,o+  SgSBg^o. 

Posons  encore 

P„=2(2"-l)B„J 

la  formule  (7)  peut  s'écrire 

(9)  PPlP  -]-  l)"  -r-  [~  l]l'+"  V"  [P  +l)/^  =  0, 

et,  pour  p=z  n-\-  \ ,  la  formule  devient,  pour  «  ^  i , 

(10)  P"(P  +  i)"=o. 

Les  nombres  P  sont  donnés,  comme  on  sait,  par  le  développement 


2Z  ^  -  Z'' 

-^    Z=  Po   +   P,   -    +    p. 


1  1.2  J  .  2  .  .  .  « 


il  résulte  immédiatement  de  la  formule  (10)  que  ces  nombres  sont 
entiers  et  impairs.  Ce  résultat  important  est  du  à  M.  Genocchi  ('). 

{')  yinnates  de  Turiolini,  l.  IIF,  p.  SyS-ZjoS.  Rouie,  i852. 


17;{ 


Théorèmes  généraux  sur   l  ùnpossiln/ité  des  équations  cubiques 
indéterminées  ;  par  M.   Kdolaud  Lucas. 

(Séance;  du  iG  avril  1880.) 

Les  trois  théorèmes  suivants  ont  été  énoncés  par  M.  Sylvester. 
Nous  en  donnons  des  démonstrations  élémentaires,  et  nous  ajou- 
tons quelques  autres  développements  sur  le  même  sujet. 

Théorème  L  —  Si  /?,  py  désigne/it  des  nombres  premiers  de  La 
forme    i8?z-f-5,   et    q ,    q^    des  nombres   prenders   de   la   forme 
I  8«  -h  1 1 ,  il  est  impossible  de  décotnposer  en  deux  cubes  entiers 
ou  fractionnaires,  positifs  ou  Tiégatifs,  aucun  des  nombres 

r,  q,  p\  q-,  pq,  p-q\  pp\,  qq\- 

Considérons  l'équation 


on  peut  supposer  x,  y,  z  premiers  entre  eux,  deux  à  deux,  le 
nombre  A  ne  contenant  aucun  facteur  cubique,  et  x,j,  z  différents 
de  zéro.  Si  l'on  pose 

M  =  X  -h- J',      N  :=  .r-  —  .x-y  -!-  j)-*, 

le  binôme  x"^  -^j"^  égale  le  produit  MN,  dans  lequel  N  est  impair. 
De  plus,  il  résulte  de  la  formule 

4N={.r-^J)2^-3(.r-J)^ 

que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  M  et  de  N  est  3  ou  i,  sui- 
vant que  x"^  +  J'^  est  ou  n'est  pas  divisible  par  3  ;  de  plus,  N  ne 
peut  être  divisible  par  une  puissance  de  3  autre  que  la  première, 
puisque  x  et  j  seraient  divisibles  par  3.  Ce  théorème  est  un 
cas  particulier  d'un  théorème  plus  général,  démontré  par  Malc- 
branclie,  sur  les  deux  facteurs  de  xP  H- j^,  ainsi  que  Ta  fait  re- 
marquer récemment  M.  C.  Henry  (  '  ). 


(  '  )  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  de  Fermât,  su:%'ies  de  fragments  inédits  de 
Bachet  et  de  Htalebranche,  Rome,   18S0.  in-'i",  p.  87-;).!.  I.e  niatniscrit  dans  lequel  se 
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De  plus,  les  diviseurs  de  N  sont,  en  exceptant  le  nombre  3, 
de  la  forme  quadratique  y-  -+-  "ig-  et  de  la  forme  linéaire  corres- 
pondante 6/?  -f-  I. 

Enfin,  on  sait  que  le  reste  de  la  division  d'un  cube  par  le 
nombre  9  est  toujours  égal  à  o  ou  à  ±  i . 

Cela  posé,  nous  considérerons  quatre  cas  : 

i"  Le  nombre  z  est  imjyair  et  divisible  par  3. 
Si  A  prend  Tune  des  valeurs  indiquées  dans  l'énoncé,  aucun  des 
nombres  p  on  q  ne  divise  N;  on  doit  donc  poser 

x-^y  =  yka\      N  =  3i^      z='iab, 
et  par  suite 

Mais,  puisque  h  divise  N,  on  a 

et,  en  même  temps 

F=/(r-%-^)»     G  =  3,^(7^-5^^), 

ainsi  qu'on  le  voit,   en  faisant  le  cube  de^ +  ^^  —  3.  En  identi- 
fiant les  deux,  valeurs  de  ^h^,  on  ti^ouve 

^"'^       :3A«', 


3 
ou  bien 

Doncyserait  divisible  par  3,  et  par  suite  h,  et  aussi  x  el  7',  que 
nous  avons  supposés  premiers  entre  eux.  Donc  z  ne  peut  être  im- 
pair et  divisible  par  3. 

2°  Le  nombre  z  est  pair  et  divisible  par  3. 
On  doit  poser 

X4-J  =3'.2^Ar/\     ^  =  Zb\     z  =  &ab. 


trouve  copiée  la  démonstration  en  question  est  expressément  attribué,  par  un  Cata- 
lo(;uc  inédit  des  manuscrits  de  l'Oratoire,  à  Malebranche,  qui  d'ailleurs  a  laissé  de 
nombreux  autof;raphes  sur  les  Sections  coniques,  le  Calcul  dilTcrentiel  et  intégral,  la 
Mécanique,  l'Optique,  etc. 
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vl,  par  s  ni  le 


on  en  tire 


•'-''^    -i-^i-^^]   =^.3^F'  +  3G- 


G=:^^     ou     g{/^-g^]  =  i^Aa^ 


D'ailleurs,  y-  -h^g'  ety-  — g^  sont  impairs;  donc  g  est  pair, 
et,  en  désignant  par  a,  (3,  y  trois  nombres  premiers  entre  eux,  on 
doit  poser,  avec  a  =  a(3y, 

OU 

Il  semble  qu'il  peut  y  avoir  d'autre  décomposition  lorsque  A  con- 
tient plusieurs  facteurs 5  mais  il  est  facile  de  voir  que  ces  décom- 
positions conduiraient  à  la  congruence  impossible 

«^±2,3»±:4v^E=o     (mod.  9). 
Quant  aux  deux  décompositions  précédentes,  elles  donnent 

^^— V^=A(2«)^      ou     '/ +  (2a)^=  A.'3\ 

On  ramène  donc  l'équation  proposée,  dans  laquelle  l'inconnue  :; 
contient  le  facteur  3^,  à  une  autre  semblable  dans  laquelle  l'in- 
connue z  ne  contient  plus  que  le  facteur  3'""',  et  ainsi  de  suite,  de 
sorte  que  l'on  peut  supposer  que  z  n'est  pas  divisible  par  3. 

3°  Le  nombre  z  est  impair  et  non  divisible  par  3. 
On  doit  poser 

J?+J-  =  Art^      (x-f-j-)^  + 3(j:— j)2  =4è\ 

et  par  suite 

F±3G  =  Art^ 

équation  impossible  suivant  le  module  9,  puisque^n'est  pas  divi- 
sible par  3. 

4"  Le  nombre  z  est  pair  et  non  divisible  par  3. 
On  doit  poser 
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ft,  pnr  ridenlificalKin, 

cette  équation  conduit  aux  décompositions  suivantes,  en  laissant 
de  côté  celles  qui  donnent  des  congruences  impossibles  suivant  le 
module  9  : 

ou 


On  en  déduit  réquation 


A    S^    _4_    'yîî    ;^    /'  o   ,,  ^3 


;  » 


reconnue  impossible,  puisque  z  est  imj)alr  et  non  divisible  par  3, 
ou  l'équation  en  moindres  nombres 

53  _^  ,^3  _-  A(?.a)^ 

Donc  l'équation  proposée  est  impossible. 

Théokème  II.  —  Si  p  et  q  désignent,  des  nombres  premiers  res- 
pectivement des  forjnes  i8«-i-5  e^i8«-|-ii,  il  est  impossible  de 
décomposer  en  deux  cubes,  soit  entiers,  soit  Jr actionnaires ,  aucun 
des  nombres  sidvants  : 

7./J,   ?.y',  4/;%  4*7. 

Considérons  l'équation 

dans  laquelle,  A  étant  impair,  le  coefficient  2"  A  représente  l'un 
des  quatre  nombres  2/;,  2(/-,4p''  A'I-  ^^  doit  supposer  x^y^z 
entiers  et  premiers  entre  eux,  x  et  7'  étant  impairs;  il  y  a  lieu 
tlétudier  deux  cas  diiïerents,  suivant  que  z  est  ou  n'est  pas  divi- 
sible par  3. 

I"  Le  nombre  z  n'est  pas  divisible  par  3. 
On  arrive,  comme  ci-dessus,  à  l'équation 

/(/'— 9g-':  =2"-'A«-'. 
Mais  /^ — 9^^  est  impair  avec  b\  on  a  donc 
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ou  bien 

Ces  deux  décompositions  conduisent  aux  deux  équations        * 

fi-*  +  y''  =  9."  A  a^      ou      A  fi^  +  y^  —  3."  «^  ; 

celles-ci  sont  inij)ossibles  suivant  le   module  g  ;  pour  la  première, 
les  indéterminées  a,  (î,  y  ne  sont  pas  divisibles  par  3. 

2°  JCe  noinhre  z  est  dlKnsihle  par  3. 

En  posant  -  =  3 <^//^,  on   arrive,  comme  ci-dessus,   à   l'équation 

et,  puisque  y-  —  g-  est  im[)air,  à  l'une  des  décompositions 


bien 


."-'a-',     jA-t^^^kV,     f-S=^f 


La  seconde  décomposition  conduit  à  une  équation  déjà  reconnue 
impossible;  la  première  conduit  à  l'équation 

p^  —  7^  —  ?,"A«\ 

de  même  forme  que  la  proposée,  mais  contenant  un  facteur  3  en 
moins.  On  conclura,  comme  précédemment,  que  l'équation  pro- 
posée est  impossible  à  résoudre  en  nombres  entiers. 

Théorème  ITT.  —  Si  p  et  y  désignent  des  nombres  premiers  des 
formes  i8/i  +  5  e£  i8/i  +  1 1,  il  est  impossible  de  décomposer  en 
deux  cubes  soit  entiers,  soit  Jrnct  ion  flaires,  l'un  des  nombres  sui- 
vnjits  : 

ç)p.  07,   9/'-,   qt/\ 

Nous  considérerons  deux  cas  suivant  que  ::  est  impair  ou  pair 
dans  l'équation  (i). 

i"  Le  nombre  c  est  impair. 
On  a,  dans  ce  cas, 

■>■  74-.)   =  '•>  A  <-/•',        ./■  -f-.r'-  -f-  3(  V  —)■','  —  io.b'^. 
Vin.  I  > 


—  I7S 
cl  par  suilc 


(.r-j)^-f-  1(— ^  )    =4^^'  =  (F-  3G;''  +  3    F  +  G;;; 
il  rrsiillr  (le  ridentification 

ou  bien 

i^cllG  équalion  est  impossible  suivant  le  module  (/,   puisque  Ir 
produit  ^'{f-  —  g-)  est  toujours  divisible  par  3. 

î»."  Le  iiomhre  z  est  pair. 
On  doit  poser 

./;  -f-  .>-  =  3  .  a-'  A a\       I '-'1^- V-i-  3  (  "-p^)    =  /■'S      2'  =  <i''/^ 

par  suile 

G  =  '     ,.-^»     on     4  A"^  =  3^' (/- —  jij-- s 

On  en  déduit,  en  laissant  de  côté  les  eon^ruences  impossibles  sui- 
vant le  module  9,  les  décompositions 

^.=:4.9Aa\    /+.^  =  rA    /-^■  =  y\ 
et 

^■  =  4Aa^      /^-o.:=ç^5^      /_»■=:  y'. 

La  premièredécomposition  couduità  la  nièuic  é(piation  en  moinch'cs 
no/nbres;  la  seconde  donne 

jmpossi])le  suivant  le  module  9.  c.   ().   r.   n. 

W.  Sylvester  a  indiqué  de  plus  quatre   autres   formes  [Comptes 
rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences,  16  février  i88o), 

\)l"h  9/^'v'.  \)PP\^  9'/'jh 

|)r>ur  lesquelles    Irqualion   (i)  sérail    luipossilde.    Cet  énoncé  est 
l?()p  ^éii('ial.  Ainsi,  en  parliculicr.  poui" /'  =  ;"),  (j  =z  \  \ .  on  a 

349.361  \^       /577.4i^^ 


IM,S(i3 


I  ()S()'>  ' 
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(^i'|)('iid;mL  ou  pnil  iiiotlilici'  Iciionc*''  ])i'ér('!(l<'iil  .  <mi  IcnaiiL 
comple  de  la  tliéorio  des  résidus  cubiques;  mais  il  scmMc  (|ii('  l'ou 
ne  peul,  oljleuir  d'ruoucé  général  que  lorsque  l'on  donne  à  l'un 
des  nombres />  ou  </  une  valeur  particulière.  On  peut  alors  déter- 
miner, par  les  lois  de  réciprocité  étendues  aux  résidus  cubiques, 
des  valeurs  de  y  eu  ii()nd)re  indéfini,  en  supposant  donnée  la  valeur 
de  /^  ou  invei'semcnl. 

Nous  ajouterons  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Thkoiùvaik  IV. —  Pour  (fiie  V c(iuaLion 

X'  4-  Y^'  =^  hTL' 

soit  vérifiée  par  des  valeurs  entières  de  X,  \,  Z,  A,  il  faut  et  il 
suffit  que  A  appartienne  à  la  forme 

xy[x  4-.r), 

préalablement  débarrassée  des  fadeurs  cubiques  (pé  elle  peut  con- 
tenir. 

En  effet,  on  a  l'identité 

^.,,.3  _  j.-*  ^_  G.r^-y  -f-  3xy'-  )'  H-  [f  —  .r^  -+-  6y^.r  ^  3  r.r'  Y 

et  l'on  résoul  l'équation  proposée  par  les  valeurs 

X  =  ./;•'  —  >■•'  ■+-  6./.-- 7  H-  3,rr-, 
Y  =,>■■'  —  -c''  +  6  )  -.'•  -I-  3  »./■-, 
Z  =:  3 1  ./•-  -h  -ry  -+■  y  ^  j , 
A  =  xf  (  .r  -h  j  ) . 

Réciproquement,  si  l'écjualion  est  vérifiée  pour  les  valeurs  Xi),  y  a-, 
Zi)  des  variables,  et  si  l'on  pose  .r  =r,r;|,  r  =_)  j^  on  a 

xy  'x  -+-.'■  i  =7  A  _.*■(,  r„ 3,/-'. 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  11  résulte  encoi'e  de  l'identité  pré- 
cédente que  toute  solution  de  l'équation  proposée  conduit  à  une 
série  indéfinie  d'autres  solutions,  en  supposani  A  constant  ;  il  faut 
excepter  le  cas  de  .r  r=  ±1-. 

11. 
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Ainsi,  ])Our  a' =  I ,  -}  =2,  on  a  la  solulioii 

17''  4-  37^  =  6.21^, 

qui  donne  ensuite  une  série  indéfinie  d'autres  solutions  de  l'équa- 
tion 

.r^  +  r^  =  6  3^ 

bien  que  Legendre  ait  affirmé  son  irrésolubilité.  De  même,  pour 
.7-  =  9,  j)  =  55,  on  retrouve  l'exemple  donné  plus  haut. 

Thkoiù:me  \  .  —  Six,  y,  z  vérifient  l'équation 

on  peut  (lécoinposcr  le  nombre  A  en  deux  cubes,  ou  résoudre  L'é- 
quation 

X^  +  Y^  =  k/J 

par  les  formules 

X  ■=^  l.i"^  —  3r-  >■  —  3.rj>  -  -f-  ?..v'', 
Y  =  .r'*  4-  3.r'\)-  —  6  r)'^  +.>''» 

Z  =  3c:,r-  —  .rr  H- .>■-). 

Il  suffit  de  vérifier  l'identité  correspondante;  les  valeurs  de  A 
sont  telles,  que  les  diviseurs  sont  de  la  forme  iS/izt  i,  ainsi  que 
cela  résulte  de  la  théorie  des  fonctions  cyclotomiques.  M.  Svl- 
vester  arrive  au  même  résultat  par  des  formules  du  neuvième  degré, 
tandis  que  lesnôtres  ne  sont  que  du  troisième. 

MuKouiMK  \  I.  —  l  }i  nombre  positif  (fuelcomiue  entier  oujrac- 
tionnaire  est ,  d' une  infinité  de  manières,  le  produit  ou  le  quotient 
de  deux  nombres  formés  de  la  somme  de  deux  cubes  positifs. 

Euler  a  démontré  qu'un  nombre  positif  quelconque,  entier  ou 
fractionnaire,  est  égal  à  la  somme  de  quatre  cubes  positifs,  entiers 
ou  fractionnaires.  On  trouve  la  formule  correspondante  dans  une 
Note  qui  termine  les  Exercices  d' udnaljse  numérique  de  Lebesgue. 
Nous  ierons  d'abord  observer  que  Lebesgue  ne  paraît  pas  avoir 
deviné  la  métliodc  (pii  a  dû  servir  à  lùdcr  pour  f)blenir  c<Mte  for- 
ihmIc.  l'iii  cllrt,  il  nous  |)arait  ('Vident  (juc  celle-ci  provient  des 
rcclici  elles  eut i'c|)riscs  par   lliilcr    pour  obtenir    la   (h'composilion 
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d'un  nombre  A  en  deux  cubes.  L'idenlité  d'Eui«M'  esl  la  suisanle. 


n 

6/ 


//—     p — .A    {[i  —  aY-\-  (â  ^b  —  I /■'-+-  //'(f—  \f  -\-c^' 


dans  laquelle  on  suppose  m  tel  que  l'on  ail 
et,  de  plus, 


\  llf  <^    -V  ' 

12  0 


()///"'                      2«^  —  I                       xb'^  —  I 
1       O  -sz  — ,       t-  :=:  -:- 


11  est  tort  probable  que  cette  identité  provient  de  l'Aritliniétique, 
et  non  de  l'Algèbre,  contrairement  à  la  supposition  de  Lebesgue. 
Le  théorème  proposé  revient  à  dire  que  l'on  peut  résoudre  en 
nombres  rationnels  et  positifs,  et  d'une  infinité  de  manières,  les 
équations 

et 

(2)  N=:(.r»4-r')(2'-»-«'). 

A  .   .    a 

Pour  l'équation  (i),   on   pose  N=:2''3'^Vi  o'^  choisit  7  par  les 

conditions  d'inégalité 

B  (r  ^  R 

2"^3'^--A  ^Ir'^  '^■'•3:-'-'a' 
et  l'on  a 

_  15 /r'  _  9;'-3;^-'A^/-'  — r>A^' 


o^3:^--A/r'  WlP'—'i'^} 


b  b 

Pour  l'équation   fa),  nous  observerons  que  l'on  a  les  deux  iden- 
tités 

6LMh-  L^  — 3M-^)»-)-  ^6LM  —  r/''-i-3M-  '=2'-3^LM^L^  — 3M-^;S 

^  L  +  M  )3  H-    L  —  M  i*  r=  2L   L-^  -4-  3  M-  ). 

Donc,  en  multipliant  membre  à  membre,  et  divisant  les  deux 
membres  de  l'égalité  obtenue  [)ar  (L--j- 3M-y^,  on  aura  décom- 
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posé  2^ 3-1^'- M  en  un  produit  de  deux  l'acteurs  éj^^aux  à  une  somme 
de  deux  cubes;  en  supposant,  de  plus, 

L  =z  B  l>\      M  --  2'-^  3:^  -^ka\ 

on  décomposera  ainsi  en  ce  produit  le  nombre 

on  détermine  d'ailleurs  —  de  telle  sorte   que  les  cubes  x,y\z^u 

Ir 

soient  lous  positifs. 


Sur  i(i  réduction  en  fractions  continues  d'une  classe  de  fonctioJis  ; 
])ar  M.   G.   lli  MBERï. 

(Séance  du  iG  avril  i88o.) 

Soit  l'équation  dilFérentielle 

(l)         (.r-—  i)i"H-  2     ./  f  I  -f-  -  j  —  M     ./—  "'  "  -+-  «  +  1   J"=o> 

OÙ  n  et  a  sont  deux  nombres  entiers  tels  que  n^o  et  /?-+-a  +  i  ^o. 
Kn  posant 

K''  (  .r  ]  .r  (  2  -f-  «  I  —  10) 


K[x} 


1  H ',)         I  H h  ''> 

K'(,r)__ 2  2 

ce  rpii  donne 

i+-  / .1-  -+-  i\" 

K{.r)  =  U--.)      ■^^-—^' 

on   sait   (juiine    solution   de  l'équation   (i)    est    le   polynôme    de 
degré  n 


—  18;{  — 
Transtornions  maiiitcnaiil  récjiiaLloii  (i)  |)ar  la  suhsliliiLion 

x'  —  I 

nous  trouvons 

f  2  ]      f  x-  —  I  )  u"  -+-  '.>.  I  ./;  (  I  —  -  1  -+-'.)!«'  —  {fi  -h  y.'  n  -^  i]u  ^  o. 


K'"^)-^'"]"'"'" 


(a;LIc  équalion  admet  coninio  solution  le  polvnonie  de  déféré  «  -+-  y. 


Pf..]  =  H^D"-i:''-'' 


ou 

P  1.t]  =  f.r^  —  i] Y^^^^'  )     D"+M.r2  —  , 


'"■"'(^)" 


Kf.r 


Par  conséquent,  V(x)  et —7-^^ —  Q(x)    sont   deux  solutions   de 

l'équation  (2). 

Sans  chercher  les  conditions   nécessaires    et   suffisantes    pour 
qu'elles  soient  distinctes,  je  remarque  qu'elles  le  seront  nécessai- 
rement si     ,  n'est  i)as  une  fonction  rationnelle,  car  P(x)  est 
X-  —  I  ^ 

un  polynôme  entier  et  — p — -Q[x)  n'est  pas  un  polynôme,  dans 

le  cas  supposé. 
Or 

K(.r)   _  ,     „  !/./■  +  l\"' 

(Cherchons  les  conditions  pour  que  cette  lonclion  soit  irration- 
nelle. Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

1°  a  pair;  il  faut  et  11  suffit  que  &)  ne  soit  pas  entier. 

2"  a  impair;   il  faut   et  il  suffit  que  oj  ne  soit  pas  de  la  forme 

■ip  -+-  I 

Supposons  l'une  de  ces  conditions  remplie. 

Une  solution  quelconque  de  l'équation  (2)  sera  de  la  forme 

.     >•,  -:  /  P    ,r  ^  -i-  a'        '      •    0  ;  r   . 


-  mi  — 

Mais  celle  équalioii  acJniel  comme  solulion  la  fonclion 


qui  est  de  degré  —  [n  ■+- 1),  c'est-à-dire  qui,  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  x,  commence  par  un  terme  en 


On  a  donc 


^^^i-^';-''^M,^i-) 


d'où 

K  ./  P  ./  1 


X-  —  I  '    &\  r 


V'  I 


équation  qui  montre  que  les  polynômes  0(x)  sont  les  dénomina- 
teurs, les  polynômes  P(x)  les  numérateurs  des  réduites  de  la 
fonction 


dans  le  cas  où  celle  fonction  est  iiTationnelle. 

En  posant    .,         =F(.r),  on  aura  pour  les  réduites  successives 

t  ...2  .  \il-ha 


F( 


D"(a:^— ij"F(x; 


Ce  résullal comprend  comme  cas  particulier  le  cas  de  a  :=  o  ;  on 
a  alors  les  réduites  de  la  fonclion  (  '    _    j  ?  étudiées  par  M.  La- 

guerrc  par  une  méthode  toute  différente. 

Laissant  de  côté  l'étude  des  polynômes  Q{x)  et  V{x),  je  fais  la 
remarque  suivante,  qui  va  conduire  à  un  théorème  intéressant. 

On  sait  que,  si  l'on  pose 
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on  a 

=  -(,.4-i)[K{c)(=^-i)'^(.r-3)-«-^]^. 
I.c  second  membre  deviènl,  en  remplaçant  Iv  par  sa  valeur, 

La  quanlité  enlise  parenthèses  s'annule  pour  —  i  et  -j-  i  si  l'on  a 

a  a 

/;  +  I  H 1-  w  >  G,      «  4-  I  H Mj>o. 

9.  2 

Dans  ce  cas,  la  fonction 
est  une  solution  de  l'équation  (2),  et  elle  commence  par  un  terme 

T 

en  - — -:  • 

Si  K(3)  s'annule  pour  —  i  et  pour  +  £,  c'est-à-dire  si 

I  H h  f')  >•  o,      I  H w  >>  o, 

■i  2 

conditions  qui  comprennent  les  précédentes,  on  aura  évidemment 

■•=1,  — ''=• 

ou 

^~J_,    (='-.)(.«-.)      ^    'j_,    1='-. )(..■-;) 

OU 


Kiz- 


I  I    ./; 


-p-dz-h  n{.r;, 


n(j;)  étant  un  polxnôme  au  plus  de  degré  n  —  i. 
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On  a  (Jonc 


/: 


_K(3) ^  K(,r]  Pf.r 


I     x  —  z 


'■.r'--I         0(./;)' 


P(a:)  est  un  polynôme  de  degré  «  -f-  a. 

Si,  sans  changer  a  et  w,  on  change  n  en  n-\-p,  on  aura  deux 
autres  polynômes  P,  (x)  et  0<  (a),  et 


K(.r)    _Pi(.r] 


2  I  '     .r-  —  I  fc)j  (  -r  ) 

Retranchant  ces  deux  relations  membre  à  membre,  on  aura 

K(..)_P(,.)       P.(,.) 

K(.r)  •  r  •  •  II  •  •        > 

et  ~ — •  serait  une  tonction  rationnelle,  ce  qui  est  contraire  n 
./-  —  I  ^ 

l'hypothèse;  on  a  donc 

P(7;)         P,[.r) 

Prenant  n  =  o  (on  peut  le  faire  si  a  ]>  o),  le  [)olvnômc  0  corres- 
pondant est  une  constante;  par  suite,  on  a 


(4)        r ^(^^ . 


'fz  -  y.  -r— -  =  Pa, 


Pa  étant  un  polynôme  de  degré  a. 

Si  a  est  négatif",  comme  on  doit  avoir 


il  fiiiit  (|iie 

I  4-  -  >  o. 

l^ar  suilo,  a  ne  p(nit  prcndrt!  (pic  la  valeur —  i  ;  la  valeur  y.  = —  2 

1  •  K  .  .  , 

(loiincriiil  '»  =  o.  cl  — , serait  lahonnoi. 

■>■'•  —  I 
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Dans  ce  cas,  pour  (iiie  —^  =  -'  —  '  i^  laiidrail   (iiic  H  cl  6, 

eussent  au  moins  une  racine  commune,  puiscjnc  les  Munuralcuis 
sont  d'un  degré  inférieur  d'une  unité  au  degré  des  dénominateurs; 
alors  tous  les  polynômes  0(x)  auraient  au  moins  une  racine  com- 
mune, ce  qu'on  sait  être  impossible.  Donc 

P(,r)=P,(^)=0, 
et  l'on  a,  pour  a  = —  i , 


L 


Mî) ,rf._.iy:') 


;:=  _   I  j  (  .;;  _  Z  j  •      .r^  _   I 

Kn  résumé  :  i"  «  élant  entier  et  plus  grand  que  o,  si  la  fonction 

est  irrationnelle  et  si,  pour  —  i  et  +  i,  elle  ne  devient  pas  infinie 
d'un  ordre  supérieur  ou  égal  à  i,  on  a 


X. 


V(  -] 

.-A:±  (h  z=  y.V  [.r)  +  (A.r'--f-B.r'-'-4-.  .  .-f-L): 


:i°  a  étant  égal  à  —  i ,  et  les  mêmes  conditions  étant  réalisées,  on  a 


/. 


+  0 

\"'        ' 

(h 

-'y 

'  v/3- 

"l    -r  —  z 

V.r^-I 


Suf  l'extension  du  théorème  de  Descartes;  par  M.  Éd.   Lucas. 

(Séance  du  2  avril  1880.) 

M.  Laguerre  a  donné,  dernièrement,  dans  les  Comptes  rendus 
des  séances  de  V ylcadémie  des  Sciences  et  dans  les  Nouvelles 
Annales,  c^\ie\<:\\xes  considérations  nouvelles  et  fort  importantes,  au 
point  de  vue  pratique,  pour  la  séparation  des  racines  des.  équations 
algébriques;  noire  but  est  de  présenter  une  démonstration  élémen- 
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luire  qui  permet  d'inlroJuire  dès  mainleiianL  dans  l'enseignement 
le  théorème  de  M.  Laguerre. 

1.   Désignons  pary,„(a:)  un  polynôme  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  .r, 

/„(./•;  =  A„.r"'  +  A,. 7-"'-'  +  A,x-"'-'  +  .  .  .  4-  A,„_,.r  +  A„„ 
et  considérons  les  expressions 

/i(.r)=:zAo.r  +  A,, 

/^(.r)  =  Ao-r-  +  A,,r  +  A,, 


\/,„(x)  =  A„.r'"  +  A,.r' 


On  calcule  facilement  les  valeurs  des  polynômes  /«(j"),/,  (x),  ..., 
fm{x)  pour  une  valeur  donnée  de  x,  par  voie  récurrente,  puisque 
l'on  a 

/p{-^]  =  ■'■/, ,-i{-'-)  +  A/,. 

2.  Les  polynômes  en  x  que  nous  venons  de  considérer  sont 
obtenus  dans  le  quotient  du  polynôme  proposé  par  un  binôme 
X  —  «;  on  a,  en  effet,  l'identité 

(  2)  -^^^  =  --"-\fo + ■>■"-'/.  +  -"'-^/;  -H . . .  +/„,-,  +  -^ . 


dans  laquelle /o,  J\,  .  .  . ,  f ni-\-,j m  désignent  les  résultats  que  l'on 
obtient  en  remplaçant  x  par  «,  dans  les  polynômes  (i). 

De  même,  on  calcule  facilement  le  quotient  de  /(a  )  par  le  pro- 
duit (j?  —  a)  (x  —  h)  au  moyen  de  l'identité 

f[.v)  f[.T)    _       ^a~b\f[.r) 


b         [.c  —  (t]  \  X  —  b\ 


dans  laquelle  on  suppose  a  et  h  inégaux. 

On  calculerait  de  même  le  (pioticnt  de/(x)  par 

[x  —  n){x-h)[.v  —  c) 
pour    des    valeurs    inégales  entre   elles  de  a,   h,  v  au   moyen    de 


—  IHO  — 
I  idculité 

f{.r) /{.r)  ^  lh-c)/i.r) 

[.r  —  a  !  \^ .r  —  /;  J  (  ./•  —  ^){-''  —  <"  )  '  ■''  —  '''  ]  l -^  —  ''' ;  [  ^-  —  ^ } 

et  ainsi  de  suile. 

3.  Lentille  de  Segiier  ^cncralisc.  —  Le  leminc  de  Scgner  sert 
de  base  à  la  démonstration  du  théorème  de  Descartes;  on  le  géné- 
ralise de  la  façon  suivante.  Si  /(.^')  désigne  l'expression 

A.<;"'  -i-  B.r'"-'  +  C.r'"-^  +  .  .  .  +  K.r  -h  L  H , 

.f  —  Il 

dans  laquelle  M  désigne  une  constante  positive  ou  négative,  le 
nombre  des  variations  contenues  dans  le  produit  (.r — h)f[x), 
mis  sous  la  forme 

N' 

A.r"'+'  -f-  R'.r'«+r/.r"'-'  -!-...+  K'.r^  +  L'.r  -f-  M'  ^ , 

.r  —  a 

surpasse  d'une  unité  au  moins  et  toujours  d'un  nombre  impair  le 
nombre  des  variations  de  la  suite  • 

A,  13,  C,    .  .  .,   K,  L,  M 

si  l'on  suppose  h  ^  a  el  h  positif. 

En  effet,  la  suile  des  coefficients  âef[x) 

0 

A,   B,  C K,   L,   M 

devient,  après  la  multiplication, 

,\,  r>  _  /;A,    C  —  hn,    .  .  . ,    L  —  bK,   M  —  hh,     a  —  />)  M, 

l^e  dernier  terme  a  le  même  signe  que  —  MM,  puisque  l'on  suppose 
a<^b,  de  sorte  que  la  démonstration  du  lemme  généralisé  est 
absolument  semblable  à  la  démonstration  ordinaire  donnée  dans 
les  Cours. 

4.  Théot\ème  nE  M.  I.Ar.rERT\K.  —  T)ansunc  èqxiaùon  als;phrique 
y,„(.r)  =  o,    le  noftihr'r   des  racines  posilives  plus  gi-nndes  que  a 


—  iiin  — 
ne  nciil  sii//>asspi-  /e  noinhic  des  vaiiations  de.  la  suite 

(3)  L /'\  Â y, Â['').  ...,x«(^')» 

et,  (juand  il  est.  moindre,  la  différence  est  un  nonihre  pair . 

On  démontre  ce  théorème  delà  même  manière  que  le  théorème 
de  Descartes,  en  mettant  préalablement  y,„(a:)  sous  la  forme  (2). 
En  particulier,  pour  a  =  o,  on  retrouve  le  théorème  de  Descartes. 

Remarque  I.  —  Si  la  suite  des  fonctions  (3)  ne  présente  que 
des  permanences,  le  nombre  a  est  une  limite  supérieure  des  racines 
positives. 

Remaïque  II.  —  Si  dans  l'équation  /",„  (x)  =:  o  on  remplace  je 
par  -•)  on  obtiendra  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
de  l'équation  fm{-^')  =  0  comprises  entre  o  et  a  en  appliquant  le 
théorème  de  M.  Laguerre  à  l'équation  f,„  (  -  j  =  o,  pour  la  val 


eur 


Ex^iPLE  I.  —  Soit  l'équation 

/„,  [.r]  =  ./••'  —  5.r'*  —  i6,r'  -f-  I2.r-  —  g.r  —  5  =  o, 

considérée  par  M.  Petersen  et  par  M.  Laguerre. 
Pour  X  =  i,  on  a  la  suite 

I,  — 4'   — 20,   — 8,   — 17,  — 22; 

ch)nc  Téqualion  a  une  seule  racine  réelle  plus  grande  que  l'unité. 

En  appliquant  le  procédé  à  la  transformée  en  -5  on  n'a  que  des 

permanences;  ainsi  l'équation  proposée  n'a  qu'une  seule  racine 
positive. 

Exemple  11.  —  Soit  l'équation 

,.r.  _|_  j.:,  —  ,,.'.  —  ,.:i  _^_  j.i  —    ,.  _|_  ,  __  ^^ 

considérée  dans  le  Traité  d' yll^hhre  supérieure  de  ]M .  Serrel 
(p.  3i3).  La  substilulioii  .r  ==  i ,  par  le  comnu^ncemonl  ou  par  la 
(in,  dans  le  preniici-  niend)re,   lait  voir  (pTil    ii'v  a  pas  de  l'acines 
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réelles   supérieures  à   riinih'-   el    (|u'il   \   en  a  (\('\i\  :iii   jiliis  eulic 

•    ,w  •  I     , ,     . 

o  ol  I  ;  mais  I  <M]ualion  en  -  s  ecril 


./.■■'  +  ./•    .c  -I-  I  ,    .»•  —  1,1  ,  .r  —  I ,  -h  I 


et  ne  peut  avoir  de  racine  plus  grande  que  i  ;  donc  la  jiroposée 
n'a  pas  de  racines  positives.  Dans  la  translorniée  en  — jc, 


.>•*  +  .r'  -I-  .r-  H-  .r  -f-  i  =  o, 


la  subsliUilion  de  a'=  i  pai'  le  commencement  ou  par  la  fin  montre 
(ju'il  ii'v  a  pas  de  racines  pins  p(;tiles  ([uc  i  et  qu'd  y  en  a  deux 
au  plus  j)Ius  grandes  que  i  ;   mais,  en  l'écrivant  sous  la  lormc 


,•■*)  (,/;  —  I  I  -f-  .r-  -L.  ,/•  ^-  I  =  o. 


on  voit  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  plus  grandes  que  i  ;  donc  la  pro- 
j)Osée  a  toutes  ses  racines  imaginaires. 


Sur  une  s^éiiéralisaliou  de  la  théorie  des  fractions  continues 
algébri(jues;  par  M.  G.  Ilumbert. 

(Scaiicc  du  Ji  mai   1880.) 

I.  Dans  une  lettre  à  M.   Fuclis,  publiée  dans  le  Journal  de 
Crelle,  M.  Hermite  a  donné  les  résultats  suivants  : 

Soient    « -f- I   quantités   Xi^,  a',,.r5,  .  .  . ,  j",/   et   Ji    polynômes 
entiers  en  x,  de  degré  m,  Pq?  l'i?  •  •  •»  fw 
Considérons  l'expression 

E  ( .r )  ==  p,  i„g  :^^^:^  +  p,  l(.g  -^-^^  + . . .  +  P„  log  ■^-— ^' . 


Cette  expression  est  égale  à  un  polynôme  entier  de  degré  7n — i, 
plus   une  fonction,    qui,    ordonnée   par  rapport   aux   puissances 

d(''croissantes  de  jr,  commence  par  un  terme  en  -: 

E    .r    =  n„_,  f.r    H-   -L  +  -^_   +  .... 
'  X  .ir 
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Les  polynômes  P, ,  1\. ,  . . .  ,  P,,  renlermenl  (///  +  i)n  coefticients  ; 
on  pourra,  en  disposant  de  ces  coefficients,  faire  disparaître  dans 
E(x)  les  termes  en 


I       I 


^.(//l+l)«  — 1 


On  aura  ainsi  (ni-\-i)ii  —  i  équations  homogènes  entre  les 
(m+  i)n  inconnues. 

Ce  problème  est  une  généralisation  de  celui  qui  conduit  à  la 
théorie  des  fractions  continues  algébriques. 

M.  Hermite,  dans  le  cas  cité,  a  montré  que  les  polynômes 
P,  (x),  ...,  P/i(x)  satisfont  à  une  équation  différentielle  linéaire 
de  degré  (??  +  i),  dans  laquelle  le  coefficient  d'une  dérivée,  j''',  est 
un  polynôme  de  degré  p.;  de  plus,  une  [n  -h  i)'^™«  solution  de  cette 
équation  est  la  fonction 

P,  log  '^li:^  ^ h  P„log  l^-ISL  _  n„_,  (.r ). 

•^  *^  0  0 

II.  On  peut  donner  des  résultats  analogues  pour  des  fonctions 
plus  générales  que  les  logarithmes  qu'a  considérés  M,  Hermite. 

Je  définirai  ces  fonctions  de  la  manière  suivante. 

Soient  n -\- i  quantités  ^o,  x,,  ...,  Xny  rangées,  si  elles  sont 
réelles,  par  ordre  de  grandeur  croissante,  et  A  (a:)  le  polynôme 

A(.r)  =(.r  —  aro)(.r  —  .r,  ) .  .    (.r  —  .r„). 

Soient  0(x)  un  polynôme  quelconque  de  degré  [n  —  i)  et  K(j:) 
une  fonction  définie  par  l'équation 

R'(.r)  G(x] 


K(.r)  A(.r] 

Cela  posé,  les  fonctions  introduites  au  lieu  des  logarithmes  de 
M.  Hermite  sont  les  suivantes  : 


1 
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R(c:)  esl  ('îvidcniiiiciil  de  la  (orme 

K(z)  =  A(.r  —  .r„  )!'•"(.»•  —  .'',  /'  .  .  .;.r  —.T-,,  );'•". 

Lesintcgralcs  pix'cccleuLes  iraiiiuuL  de  sens  que  si  R(.r)  s'annule 
par  les  valeurs  a'o,  a-,,  . . .,  x„  de  la  variable;  ou,  si 

y„>o.  yi>o»   ••••  .'^•/;>f>- 

Je  supposerai  cell(!  coudilion  remplie;  alors  les  polynômes  de 
degré  m,  P,  (•^)i  r*.>(-^)'>  •  •  •  ■>  ï^/i{^)}  seront  déterminés  j)ar  la  con- 
dition que  l'expression 

ordonnée  suivant  les  j)uissances  décroissantes  de  ,r,  ne  conlienne 
pas  (le  termes  en  -i    — ,  i    •  •  -î    — -: — ;  • 

III.   Si  l'on  suppose 

G(.r)  =  A'(.r;, 

on  a 

Iv  (./;)=  A{jr]. 

Nos  fonctions  deviennent 


_     r"       r/z.       _ 


T  —  .r, 
lo'/ 


J.,„_,-"~  ■■  •■'■  — -^//-l 

Ce  ne  sont  pas  tout  à  fait  celles  de  M.  Hermite,  qui  donne  aux 
logarithmes  de  sa  formule  le  même  dénominateur  (j-  —  ./■(,);  mais 
la  forme  que  j'adopte  a  l'avantage  d'introduire  des  polynômes  P), 
Po,  ...,  P„  qui  jouissent  de  la  propriété  d'avoir  toutes  leurs 
racines  réelles,  et  comprises  respectivement  entre 

•'o   et   .r,,      .r,    of.   .r,,     ...,   ./;„_,    et  ,r,„ 

pourvu,  toutefois,  que  ,ro,  -X'),  .  .  .,  J',i  soient  réels.  Les  polvnùmes 
de  M.  Hermite  n'ont  pas  la  même  propriété. 

On  peut  donner  de  ce  théorème  la   démonsiralion  suivante, 
vin.  l'À 
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T\'.  De  la  cl«TiniUon  des  polynômes  P,  (.r),  ...  on  déduit,  comme 
DU  le  fall  dans  la  théorie  des  fractions  continues  algébriques,  les 
relations  fondamcn laies, 

On  peut  résumer  ces  formules  en  une  seule, 

en  désignant  par  TL^,„^,^„_-,(^z)  un  polynôme  quelconcpie   en    z, 
au  plus  de  degré  [f?i-\-  i)n  —  2. 

Cette   propriété   des   polynômes  P,  (3),  P2( '),  •••  suffit    pour 
démontrer  le  théorème  énoncé. 

Je  remarque  d'abord  que  la  fonction  —^ —  ne  peut  changer  de 

signe  entre  a'o  et  Xi ,  entre  x,  et  x-,,  .  .  .  ■,  x,i_t  et  x,t. 
Soient  maintenant 

«,,  pi,  . .  . ,  ).i  les  racines  tic  Pi(i')  comprises  entre  .r„  et  .r,, 
^y-z,  ?i h  »  ^A-'-)  "  .r,  et  ./•„ 

(Jiacun  de  ces  groupes  se  compose   d'un  nonibic  qnclcontpie  de 
racines,  nombre  inlV-rieui"  à  m  cependant. 

l'osons 

P,  (./•)  =  (.r  -«,)..  .  (./•  -  A,  )/.,  (.r), 

f 

\>„{.r)  =  {x--  «„]  .  .  .  {■r—'/;,]x„{.r). 

Si  \r<'  fonctions  /, .  y,,  .  .  . ,  y^„  se  réduisent  à  des  constanles,  le 


lor) 


théorème  est  démontré  ;  sinon,  il  y  aura  au  moins  une  de  ces  fonc- 
tions qui  sera  du  premier  dej^^ré  ou  d'un  degré  supérieur. 
Par  suite,  le  degré  du  produit 


'■ij[~  —  i'il-  ■  •{■ 


—  /,.;  —  «., 


—  a„).  .  .(z  —  ).,J 


ne  pourra  pas  surpasser  in/i  —  i. 
Or  on  a 


Pi(-)n(m+i)«-2(z)'^-  =  o- 
Nous  pouvons  prendre 

U(„  +  l)„-,  (  =)  =  ( -•  —  «1  )  (^  -  i5,  )  .  .  .  (c  —  ).,  )  .  .  .  (z  -  ).„  )  0  (z)  ; 

0(3)  sera  au  moins  de  degré 

{ ///  -f-  1  ]  //  —  2  —  nifi  H-  1  ^z:  /^  —  I . 

Le  produit  P,  {::)Ti(m+\)it-2{^)  sera  alors  de  la  forme 

fi{z)  ne  changeant  pas  de  signe  entre  Xq  et  a:,  ;  de  même 

fn{z)  ne  changeant  pas  de  signe  entre  x„_,  et  x„. 
Prenons  maintenant 

©(:;)  =  [x,  -  zY>  [.T,  -zy,...  (.r„_,  _  z)'.-., 


6, ,  Et, ... ,  £„_,  étant  égaux  à  o  ou  à  -f-  i. 

On  peut  évidemment  les  supposer  tous  égaux  à  r,  puisque  Q(z) 
est  au  moins  de  degré  71  —  1 . 

L'intégrale    /      f,{z)Q{z)dz  a  un  signe  indépendant  des  va- 
leurs  des  quantités  e. 

La    seconde  intégrale    /      f.2{z)Q[z)dz  aura  pour  6^=0    un 

certain  signe  et  pour  e,  :::=  i  h;  signe  contraire,  quelles  (pic  soient, 
d'ailleurs,  les  valeurs  d<'S  autres  quantités  Cj,  £;(,  .  .  . ,  £„_,. 
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Donc,  (Ml  clioisissaiil  la  valeur  de  e,,  ccLlo  intégrale  aura  même 
signe  que  la  première. 

La   troisième  intégrale    I      f:i[z)Q[z)dz  aura  de  même  pour 

e,=  o  un  certain  signe,  pour  £2=1  le  signe  contraire,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  s  qui  suivent. 

On  pourra  donc  encore  choisir  £.>  de  manière  à  lui  donner  même 
signe  qu'à  la  première. 

En  continuant  ce  raisonnement,  on  voit  qu'on  pourra  donner 
aux  71  —  I  intégrales  qui  suivent  la  première  le  même  signe  qu'à 
cette  première. 

Il  est  donc  impossible  que  la  somme  de  ces  intégrales  soit  nulle. 

Ainsi,  en  supposant  que  les  polynômes  P,  (")...  P„  (x)  n'ont 
pas  toutes  leurs  racines  réelles  et  comprises  respectivement  entre 
Xq  et  j?)  ,.  .  .  ,j^„_)  et  x„,  on  arrive  à  une  absurdité;  il  faut  donc 
conclure  que  cette  proposition  est  vraie  et  que,  par  suite  : 

Théorème. —  L'un  (juelconqae  des  polynômes  P,  Pj^( x),  a  tontes 
ses  racines  réelles  et  comprises  entre  x,^_^  et  x^. 


Sur  la  Géométrie  de  direction;  par  iNI.  F^vaiFURE. 

(Séances  du  !\  et  du   iS  juin   i8f^o.) 
I. 

Définition  des  directions  et  des  cycles 

\.  Considérons  une  droite  quelconque  située  dans  un  plan;  on 
peut  supposer  qu'elle  soit  décrite  dans  un  sens  déterminé  par  un 
point  mobile.  J'appellerai  direction  une  droitt^  délinie  ainsi  par  sa 
position  et  par  le  sens  dans  lequel  elle  est  sujiposée  décrite. 

L'angle  que  (ait  une  direction  avec  une  autre  direction  arbi- 
traire est  évidemment  défini  à  un  multi[)le  près  de  ir.. 

A  chaque  droite  A  du  plan  correspondent  deux  directions  op- 
posées, que  je  désignerai  par  les  notations  4- A  et  — A;  D  étant 
une  (lire(-|n»ii  aibilraire  d()un(''(',  je  (h'-signerai  par  — 1)  \,\  dnec- 
lion  itpposée. 
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2.  i^cs  deux  diieclioiis  correspoiulaiil  à  une  droiLe  isotrope 
doivent  être  considérées  comme  confondues  entre  elles  ;  en  d'autres 
termes,  une  direction  isotrope  se  confond  avec  son  opposée. 

3.  J'appellerai  cjcle  un  cercle  défini  non  seulement  par  sa  po- 
sition, mais  encore  par  le  sens  dans  lecpiel  on  [)eut  le  supposer 
décrit  par  un  point  mobile. 

A  un  cercle  quelconque  C  du  plan  correspondent  deux  cycles 
opposés,  que  je  désignerai  par  les  notations  H- G  et  — (l;  K  étant 
un  cycle  arbitraire  donné,  je  désignerai  par — K  le  cycle  opposé. 

4.  Une  direction  est  tangente  à  un  cycle  si  la  droite  correspon- 
dant à  la  direction  est  tangente  au  cercle  correspondant  au  cvcle  et 
si,  en  outre,  sur  l'élément  commun  au  cercle  et  à  la  droite,  le  sens 
de  la  direction  est  le  même  pour  le  cvcle  et  pour  la  direction. 

Si  les  sens  sont  inverses,  je  dirai  que  la  direction  est  une  tan- 
gente apparente  du  cycle. 

Un  cycle  doit  être  considéré  comme  l'enveloppe  des  directions 
qui  lui  sont  tangentes.  En  particulier,  le  cycle  peut  se  réduire  à 
un  point  P,  qui  est  l'enveloppe  des  directions  menées  par  ce  point; 
si  ime  direction  quelconque  passe  par  le  point  P,  il  est  clair  qu'il 
en  est  de  même  de  la  direction  opposée. 

Réciproquement,  si  deux  directions  o[)posées  -t- A  et  — A  sont 
tangentes  à  un  cycle,  ce  cycle  se  réduit  à  un  point  situé  sur  la 
droite  A. 

5.  Des  définitions  qui  précèdent  il  résulte  immédiatement  qu'on 
ne  peut  mener  à  un  cycle  qu'une  tangente  parallèle  à  une  direc- 
tion donnée  et  que  deux  cycles  n'ont  que  deux  tangentes  com- 
munes, par  conséquent  n'ont  qu'un  seul  centre  de  similitude. 

Trois  cycles,  pris  deux  à  deux,  ont  trois  centres  de  similitude 
qui  sont  en  ligne  droite. 

On  ne  peut  mener  qu'un  seul  cycle  tangent  à  trois  directions 
données;  l'expression  de  cycle  insciit  dans  un  liiani^le  donné 
aura  donc  une  sigiiificalioii  |KU'fai[cineiil  déterminée. 
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II. 


Rapport  anharmonique  de  quatre  directions.       Faisceaux  et  réseaux 
de  directions.  —  Faisceaux  en  involution.  —  Réseaux  en  involution. 

6.  Etant  données  qiialrc  directions  arbitraires  A/B,  C,D  et  étant 
tracé  un  cycle  arbitraire  dans  le  plan,  menons  à  ce  cycle  des  tan- 
gentes parallèles  à  ces  directions,  et  soient  respectivement  a,  b,  c,  d 
leurs  points  de  contact.  J'appellerai  rapport  anharmonique  de  ces 
quatre  directions,  et  je  désignerai  par  la  notation  R(A,  B,  C,  D), 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  «,  Z>,  c,  d,  lesquels  sont 
situés  sur  un  même  cercle. 

7.  J'appelle  y<^«',vce<7«  de  directions  un  système  de  directions 
passant  par  un  point  fixe  O. 

Un  faisceau  de  directions  conjuguées  deux  à  deux  est  en  inuo- 
lution,  si  le  rapport  anharmonique  de  quatre  quelconques  d'entre 
elles  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  directions  conjuguées. 

Dans  un  faisceau  en  involution,  il  y  a  deux  directions  qui  coïn- 
cident avec  leurs  conjuguées  :  ce  sont  les  directions  doubles  du 
faisceau.  En  les  désignant  par  P  et  P',  et  par  A  et  A'  deux  direc- 
tions conjuguées  quelconques,  on  voit  que  les  directions  P,  P'  et 
A,  A'  sont  harmoniques. 

Les  centres  des  cycles  tangents  aux  directions  P  et  P' décrivent 
une  droite  qui  est  la  bissectrice  de  ces  deux  directions  et  que  j'ap- 
j^ellerai  Vaxe  du  faisceau;  l'involution  est  déterminée  quand  on 
se  donne  les  deux  directions  doubles  P  et  P',  ou  encore  quand 
on  se  donne  le  sommet  O  du  faisceau  et  un  cvcle  tangent  aux 
directions  doubles.  On  peut  ainsi  facilement  déterminer  une  invo- 
lution, même  quand  les  directions  doubles  sont  imaginaires. 

SoitB  la  droite  menée  par  le  point  O  perpendiculairement  à 
l'axe  du  faisceau;  il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  directions  -l-B 
et  — R  sont  conjuguées  :  je  dirai  (pie  c'est  la  droite  doithlc  du 
faisceau. 

8.  Considérons  un  (aisceaii  en  ii)\()lnli(tii  avant  pour  sommet  le 
])oint  O,  P  et  P'  pour  directions  doubles,  et  K  pour  tlriulc  double. 
Menons  par  O  une  droite  (juelcoinpie  A.  et  soient  1)  et  D' les  con- 
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juguées  des  diroclioiis  opposées  -f- A  et  — A  :  jtî  dirai  que   I)  cl 
D'sont  deux  directions  associées  du  faisceau. 

Les  directions  associées  du  faisceau  forment  une  involulion 
ayant  même  axe  et  même  droite  double  que  l'involulion  donnée; 
ses  directions  doubles  sont  les  conjuguées  liarnioni(jucs  des  direc- 
tions isotropes  relativement  à  P  et  P'. 

9.  Elaiil  donnée  une  suite  de  cycles  tangents  à  deux  directions 
fixes  quelconques  Q  et  Ç)',  si,  par  un  j)oint  O  /)ris  arbitrairement 
dans  le  plan,  on  mène  des  tangentes  à  ces  cycles,  ces  tangentes 
forment  un  faisceau  en  involution. 

Les  directions  doubles  de  ce  faisceau  sont  évidemment  les  tan- 
gentes menées  par  le  point  O  aux  deux  cycles  qui,  passant  par 
ce  point,  touclient  les  deux  directions  fixes.  La  droite  double  est 
la  droite  qui  joint  le  point  O  au  point  de  rencontre  des  directions 
Q  et  Q'. 

10.  J'appellerai  réseau  de  directions  un  svstème  de  directions 
tangentes  à  un  môme  cvcle. 

Un  réseau  est  en  involulion  si  les  points  de  contact  des  direc- 
tions avec  le  c\cle  forment  une  involulion;  dans  tout  réseau  en  in- 
volulion, il  y  a  deux  directions  doubles.  Deux  directions  conjuguées 
quelconques  et  les  deux  directions  doubles  sont  conjuguées  hai- 
moniques. 

Quatre  directions  forment  un  système  harmonique  lorsque,  étant 
tangentes  à  un  même  cycle,  leurs  points  de  contact  forment  un 
système  harmonique.  Par  suite,  pour  obtenir  la  conjuguée  harmo- 
nique d'une  direction  B  relativement  à  deux  directions  données 
A  et  A',  il  suffit  d'inscrire  un  cycle  dans  le  triangle  déterminé  par 
les  directiojis  A,  A'  et  B.  Joignons  le  point  de  rencontre  de  A  et 
A'  avec  le  point  de  contact  de  B  :  la  droite  ainsi  obtenue  ren- 
contre le  cycle  en  un  second  point,  et  la  direction  menée  tangen- 
liellement  en  ce  point  est  la  conjuguée  cherchée. 

\\.  Etant  donnés  une  suite  de  c)  des  tangents  à  deux  direc- 
tions fixes  quelconques  et  un  cj  de  fixe  K,  si  l'on  mène  les  tan- 
gentes communes  au  cycle  fixe  et  aux  cycles  variables,  ces  tan- 
gentes communes  forment  un  réseau  en  involution. 
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\a'<.  directions  (loiil)les  de  celle  involulioii  se  délerniineront  en 
conslruisant  les  deux  cycles  tangenls  à  k.  et  aux  directions  iixes. 

HT. 

Longitude  de  quatre  directions.  —  Systèmes  projectifs. 

l!2.  Klant  données  quatre  directions  A,  B,  G  et  D,  désignons 
respectivement  par  a,  (i,y  et  d  les  intersections  de  A  avec  B,  de  B 
avec  G,  de  G  avec  D  et  de  D  avec  A,  Cela  posé,  la  longueur 

aS  —  S'/  -+-  y?  —  ^jv. 

est  complètement  définie  en  valeur  al)solue  et  en  signe;  le  segment 
ix.[i,  étant  compté  en  efîét  sur  la  direction  B,  dont  le  sens  est  dé- 
terminé, a  une  valeur  bien  déterminée,  et  il  en  est  de  même  des 
autres  segments. 

J'appellerai  longitude  des  cpiatre  directions  A,  B,  G,  D  la  lon- 
gueur dont  je  viens  de  parler,  et  je  la  désignerai  par  la  notation 

L{A,B,C,D  . 

Î3.  Lo}:<;t/ue  t/uafre  directions  sont  tangentes  à  un  même  cycle, 
leur  longitude  est  nulle. 

Réciprocpiement  : 

.Si  la  longitude  de  ijuatre  directions  est  tiulle,  elles  sont  tan- 
gentes à  un  me'me  c)  de. 

\i.  Deux  groupes  de  quatre  directions  sont  dits  projectifs  si 
leurs  rapports  anharmoniques  sont  égaux,  ainsi  que  leur  longitude. 

Deux  systèmes  de  directions  sonV  ù'iis  projectifs  si,  étant  prises 
([uatre  directions  quelconques  du  premier  système  et  les  directions 
correspondantes  du  second  système,  les  deux  groupes  ainsi  obtenus 
sont  projectifs. 

'Jousles  tliéori'mes  qui  ont  lieu  relati^'enient  à  deu.r  S'y  stènies 
de  points  homographiijues  situés  sur  une  même  ligne  droite  s'ap- 
plnpienl  également  à  deti.v  s)  sli-mes  /trojecfi/s  de  directions. 

l.'i.   De  ce  (pie   j";(l  dit  plus  liaul   (n"  13)  il  résulte   immédiate- 
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iiu'iit  ([lie,  si  (jualre  dircclions  d'un  des  syslèmes  sont  langenles  à 
un  nicinc  eyclc,  les  diicclions  correspondanlcs  dans  l'autre  svs- 
lènic  sont  éf^alenicnL  lanj^enlcs  à  un  même  cycle. 

A  un  cycle  (ou  un  poinl)  du  premier  système  correspond  donc 
un  cycle  (ou  un  point)  dans  le  second  système. 

16.  Etant  donnés  deux  cycles  C  et  K,  on  peut  leur  mener  deuv 
tangentes  communes  :  j'appellerai  distance  tangentietle  des  deux 
cycles  la  longueur  comprise  entre  les  deux  points  de  contact  sur 
l'une  des  tangentes  communes;  cette  distance  n'est  déterminée 
(ju'en  valeur  absolue. 

(Considérons  deux  figures  projectives  ;  soient  G  et  K  deux  cycles 
appartenant  à  la  première  figure,  A  une  de  leurs  tangentes  com- 
munes louchant  respectivement  ces  cycles  aux  points  a  et  §.  Dési- 
gnons par  B  une  tangente  à  C  infiniment  voisine  de  A  et  passant 
par  le  point  a,  par  D  une  tangente  à  K  infiniment  voisine  de  A  et 
passant  par  le  point  o,  enfin  par  C  une  direction  arbitraire,  par  (3 
le  point  d'intersection  de  B  et  de  C,  et  par  y  le  point  d'intersection 
de  D  et  de  C. 

La  longitude  des  quatre  directions  A,  B,  C  et  D  a  pour  expres- 
sion 

L  (  A,  B,  C,  D  )  =:  a3  —  Py  -f-  y-J  —  r)oL  ; 

on  peut  remarquer  cpie  py  est  infiniment  petit  et  qu'en  négligeant 
les  infiniment  petits  on  a 

«5  =  ai,      -/n^zr]; 

on  a  donc,  en  négligeant  les  infiniment  petits,     - 
L  (  A ,  B,  C,  D  )  r=  «î  +  îo  —  rjv.  z=  :>.  £/.c?. 

Si  maintenant  on  remarque  <}ue,  dans  deux  figures  projectives, 
la  longitude  de  quatre  dircci  ions  quelconques  est  égale  à  la  longitude 
des  quatre  dii'cctions  correspondanlcs,  on  pourra  énoncer  le  théo- 
rème fondamental  suivant  : 

Etant  donnés,  dans  deux  figures  projccfii>es,  deux  cycles  C 
et   K   ap]}ait('uant  à   la  pieniirrc  Ji^uie.  soient    V  une  tangente 
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cuniniune  à  ces  deux  cjcles,  c  et  h  les  ftoi/ils  uii  cette  tangente 
touche  fesj)ecln>ernent  les  cycles.  Désignons  par  C  et  K'  les  cjcles 
corresponddJits  dans  la  seconde  figure,  par  T'  la  tangente  com- 
mune qui  correspond  à  V ,  et  par  c'  et  h'  les  points  oii  elle  touche 
C  et  R'. 

Cela  posé,  la  longueur  ck  est  égale  en  grandeur  et  en  signe  à 
c  h'.  C'est  ce  que  j'exprimerai  d'une  façon  plus  concise  (mais  moins 
nette)  en  disant  que  la  dislance  tangentielle  de  deux  cjcles  est 
égale  à  la  distance  tangentielle  des  deux  07  des  coiiespondants. 


TV. 

Involution. 

17.  Etant  donnés  trois  couples  de  directions  conjuguées(  A,  A'), 
(B,B')  et  (C,C/),  je  dirai  qu'elles  forment  une  involution  si  quatre 
quelconques  de  ces  directions  et  les  quatre  directions  conjuguées 
sont  projectives.  On  peut  toujours  déterminer  deux  directions  P 
et  P'  telles  que  ces  directions  forment  avec  les  trois  couples  donnés 
un  système  harmonicjue. 

Ces  directions  sont  les  directions  doubles  de  Tinvolution,  et  il 
est  facile  de  les  déterminer  <juand  on  se  donne  deux  couples  tels 
que(A,A')et(B,B')('). 

18.  Un  système  de  droites  conjuguées  est  dit  en  involution  si, 
étant  prises  quatre  quelconques  de  ces  directions,  ces  directions 
et  les  directions  conjuguées  forment  un  système  projcctif. 

Il  y  existe  alors  deux  directions  P  et  P',  telles  que  i^,  P',  et  deux 
directions  conjuguées  (pielconcpies  forment  un  système  li;a'mo- 
nique. 

Une  involution  |)cut  se  délinir  au  movcn  des  deux  directions 
doubles  P  et  P',  ou  encore  (ce  qui  sera  préférable  si  ces  directions 
.sont  imaginjiircmcnt  conjuguées)  au  nio\<  11  du  point  de  reiu;ontre 


(")  Je  liiissc  (If.  ro(c  la  soliiliuii  île  m-  |)rol)lèiui!  cl  des  pruiiléines  analii{;iies  ;  elle  ne 
)iréseiile  iuiciine  dilliciilté,  luais  exigerait,  pour  cire  claii'e,  d'assez,  iioiiibreiises  ligures. 
I.c  lecteur  y  su|i|)lccra  racilcnii'iii. 
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(Je  CCS  (lirccLiuiis  cl  tl Un   «[iiclcdiKjiic  des   cvclcs  (jiii  Inii  ^uiil  laii- 
;;;('nls. 

Kii  ;i[)|)cl;iiiL  O  le  [)()iiU  de  renconlrc  des  dcvix  direcllons  doubles 
Pet  1^',  la  droite  passant  [)ar  ce  point,  et  qui  est  le  lieu  des  centres 
des  cycles  tangents  à  P  et  V,  sera  dite  Vaxe  de  l'invohiiion,  la 
droite  passant  par  ce  même  point  [)erpendiculairement  à  l'axf!  la 
diollc  double  de  l'involution. 

19.  J'ous  les  tJicoi'ciiics  relatifs  à  un  système  de  j)nints  en  in- 
K'olution  sur  une  même  droite  ont.  lieu  relaiivemeni  à  un  système 
de  directions  en  inuolution. 

V. 

Transformation  par  directions  réciproques. 

20.  Soient  O  un  point  fixe  et  K  un  cycle  pris  arbitrairement 
dans  le  plan,  P  et  P'  les  tangentes  (réelles  ou  imaginaires)  que  du 
point  O  on  peut  mener  au  cycle  K;  à  chaque  direction  D  du  plan 
on  peut  faire  correspondre  une  direction  D' telle  que  les  directions 
D,  D'  et  P,  P'  fassent  un  système  harmonique. 

Je  désignerai  cette  transformation  sous  le  nom  de  transformation 
jmr  directions  recip/'0(/ues  ;  il  est  clair,  en  effet,  qu'à  la  dirruUion 
D'  correspond  la  direction  1). 

Les  deux  droites  P  et  P'  seront  les  deux  directions  doubles  de  la 
transformation,  la  droite  qui  joint  le  point  O  au  centre  de  K  l'axe 
de  la  transformation,  et  la  droite  R,  menée  par  O  perpendiculai- 
rement à  Taxe,  la  droite  double  de  la  transformation. 

Si  une  direction  mobile  A  enveloppe  une  courl)e  M,  la  dinx;- 
lion  conjuguée  (  ou  récipro(pu^)  A'  enyeloppera  une  courbe  M'  (pii 
sera  dite  la  transformée  ou  la  réciproque  de  M. 

21.  Il  est  clair,  d'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  sur  finvolution, 
(ju'un  système  de  directions  et  le  système  transformé  sont  projectifs; 
on  voit  donc  immédiatement  que  Tout  cycle  a  pour  /éciproqueun 
cjcle  [ou  un  point). 

Si  deux  cj  des  C  et  K  ont  pour  récipro(/ues  les  cy des  C  et  K' , 
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1(1  dista/ice  tangciiiicllc  des  deux  cycles  C  et  K.  est  égale  à  la  dis- 
tance taiigejiticlle  des  r)  des  Q'  et  K'  (  '  ). 

^'^.  Deux  di/eclio/is  /'('(ipro(/ues  reiicoulrenl  lu  droite  double 
H  en  deux  points  et/uidist(/nls  du  centre  O  de  la  Iransfornialion. 

23.  Etant  donnce  une  droite  quelconque  A,  à  cette  droite  cor- 
respondent les  deux^  directions  opposées  +A  et  — A,  auxquelles 
correspondent,  a|)rès  la  transformation,  deux  directions  D  et  D' : 
je  dirai  que  ces  deux  directions  sont  associées.  Ainsi  : 

Deux  directions  sont  associées  si  leurs  récipro(/ues  sont  op- 
posées. 

Un  cycle  se  transforme  généralement  en  un  autre  cycle;  il  peut, 
dans  certains  cas,  se  transformer  en  un  point,  et  je  dirai  alors  que 
c'est  un  cj de  singulier. 

24.  Les  tangentes  communes  à  deux  cycles  singuliers  ont  pour 
réciproques  deux  directions  opposées  et,  pur  suite,  sont  deux 
droites  associées. 

Réciproquement  : 

Tout  cycle  tangent  à  deux  directions  associées  est  un  cycle  sin- 
gulier ^  un  cycle  est  singulier,  si  les  tangentes  (ju'il  a  en  conwiun 
avec  un  autre  cycle  singulier  (juelcon(jue  sont  des  directions 
associées. 

En  particulier,  le  point  O,  centre  de  la  transformation,  est  un 
cvcle  singulier;  pour  qu'un  cvcle  soit  singulier,  il  laut  donc  et  il 
suffit  que  les  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  j)ar  le  point  O 
soient  des  directions  associées. 

2o.  Soient  (^  et  {)'  les  conjuguées  liarmoni(pies  des  direclions 
isotropes,  relativement  aux  droites  P  et  P';  il  résnile  de  ce  qui 
précède  que  : 


(')  Cftle  propDsilioii,  di-s  plus  importanlcs  dans  la  tlicoi-io  dr  la  tiaDsIormatiuii 
par  directions  réciiircHpios,  est  uiialuguc  à  la  proprii-le  siiivaiile  :  L'angle  suas  lequel 
se  coupent  lieux  cercles  se  co/iscn'e  après  une  tran^formulion  par  rayons  vecteurs  réci- 
itrotftics. 
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Pour  {/u'u/i  (•)  (-/<'?  soif  singiilitv,  il  j'aul  ci  il  suffit  <juc  les  inn- 
suntes  (la  on  pcul  lui  nir-iirr  du  point  ()  conslil tient  dvcc  les  di- 
rections i)  et  (V  un  S)  sl(i//ie  l/a/-/no/iii/ue. 

26.  h'ta/it  doiuK-  un  C)  de  si/i^ulier  t/uelco/K/ue ,  pour  (pi  un 
autre  cycle  soit  singulier,  il  faut  et  il  suffit  (pie  leur  centre  de 
similitude  soit  sur  la  droite  \\. 

Deux  droites  associées  (pielconr/ues  se  coupent  sur  la  droite  1{. 

Chacfue  point  de  la  droite  II  doit  être  regardé  comme  un  eycle 
singulier,  le  point  correspondant  étant  le  sym('tri(/ue  du  point 
donné  relativement  au  point  O. 

27.  Soient  C  et  C  deux  cycles  réciproques  (pielconques;  dési- 
gnons par  iy  le  s}  niétri(/ue  de  G'  relativement  à  l'axe  de  la 
transformation:  les  deux  cjcles  C  et  C"  ont  pour  axe  radical  la 
droite  double  R. 

28.  Etant  donné  un  cercle  quelconque  K,  à  ce  cercle  corres- 
pondent deux  cycles  opposés  -h  K.  et  — K;  en  désignant  par  C 
<'t  (  y  leurs  transformés,  je  dirai  que  C  et  C  sont  deux  cj  des  associés. 

29.  La  Iranslornialion  pai-  directions  réciproques  iu(;  paraît, 
dans  l'étude  de  la  Géométrie  plane,  devoir  être  employée  avec 
avantage  à  côté  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques (il  est  évident  que  cette  dernière  transforme  un  cvcle  en 
un  autre  cvcle  ou  une  direction). 

On  peut  toujours  elTecluer  la  transformation  de  telle  sorte 
qu'à  deux  directions  données  D  et  D'  correspondent  deux  direc- 
lious  opposées  -h  A  et  — A;  on  voit  ([u'alors  aux  cycles  tangents 
à  D  et  à  D'  correspondent  des  points  de  la  droite  A. 

Comme  application,  proposons-nous  le  problème  suivant  :  Mener 
un  cycle  tangent  à  trois  cycles  donnés. 

Construisons  les  tangentes  communes  à  deux  des  cvcles,  et  effec- 
tuons une  transformation  telle  que  ces  deux  tangentes  se  trans- 
forment en  deux  directions  opposées  :  les  deux  cycles  dont  je  viens 
de  parl(>r  se  transformeront  alors  en  deux  points,  et  le  problème 
sera  ramené  immédiatement  au  suivant,  qui  a  deux  solutions  : 

Mener  par  deux  piûnls  un  n  de  langent  à  un  n  de  dofiné. 
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Plus  généralemenl,  on  peut  toujours  eflcctuer  une  transforma- 
tion, de  telle  sorte  que  trois  cycles  donnés  se  transforment  en  trois 

points  (  '  ). 

VI. 

Cas  particuliers  importants  de  la  transformation  par  directions  réciproques. 

30.  Deux  cas  particuliers  sont  particulièrement  à  remarquer. 
En  premier  lieu,   les  deux  directions  doubles  P  et  P'  peuvent 

être  opposées;  il  est  facile  de  voir  alors  que  la.  réciproque  d'une 
direction  donnée  est  sa  symétrique  par  rapport  à  la  droite  com- 
mune qui  contient  les  deux  directions. 

Deux  figures  réciproques  sont  alors  symétriques  par  rapport  à 
l'axe  de  la  transformation. 

En  second  lieu,  les  deux  directions  doubles  peuvent  être  des 
directions  isotropes.  En  désignant,  comme  plus  haut,  par  O  le 
poiut  de  rencontre  de  ces  directions,  on  voit  aisément  que  la  réci- 
procpie  d'une  direction  donnée  est  sa  symétrique  par  l'apport  au 
point  O. 

Deux  figures  réciproques  sont  alors  symétriques  par  rapport  au 
point  O. 

VII. 

Courbes  en  involution.  —  Hypercycles. 

31.  Considérons  une  transformation  par  directions  réciproques 
déliuie  par  ses  deux  directions  doubles  P  et  P',  et  une  courbe  M 
(j'entends  ici  par  courbe  une  suite  de  points  se  suivant  dans  iin 
sens  déterminé,  en  sorte  qu'en  chaque  point  de  cette  courbe  la 
tangente  ait  une  direction  déterminée). 

La  courbe  M  sera  dite  en  involution  si,  D  désignant  une  direc- 
tion quelconque  tangente  à  cette  courbe  et  D' la  réciproque  de  D, 
la  direction  D'  est  elle-même  tangente  à  M. 

Les  tangentes  à  IM  sont  ainsi  conjuguées  deux  à  deux,  de  telle 


(')  Depuis  i|iu!  colle  Noie  a  clé  cniniiiuiiiciuce  à  la  Sociélc,  j'ai  l'ecoiiim  (iti'il 
('•lail  iililo  (le  iDodifier  l('j;èreinciit  la  (lériiiilloii  précodiMile  de  la  tratisforinalioii  par 
directions  réci]>i()i|iics  ;  jt-   développerai  ce  point  dans  une  prochaine  Coninninicatioii. 
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sorte  (jue  chaque  couple  de  tangentes  conjiii^niccs  (;t  les  deux  di- 
rections londanientales  P  et  l*'  constituent  un  système  liarmo- 
nif[ue. 

32.  Etant  donnée  une  courbe  en  involution,  considérons  une 
direction  A  prise  arbitrairement  dans  le  plan  et  ses  conjuguées 
harmoniques  relativement  aux.  couples  de  tangentes  conjuguées  de 
la  courbe  :  ces  conjuguées  enveloppent  une  courbe  A'. 

En  considérant  une  autre  direction  B,  on  aurait  une  autre 
courbe  B',  enveloppe  des  conjuguées  harmoniques  de  li  relative- 
ment aux  couples  de  tangentes  conjuguées  de  la  courbe.  Cela  posé, 
si  A'  est  un  cycle,  je  dis  que  B'  est  également  un  cycle. 

On  peut,  en  elîet,  énoncer  cette  proposition  : 

Autant  donné  an  système  de  directions  en  immolation,  les  conja- 
^aêes  hannoiùques  de  deax  directions  ffaelconcfaes  relativement 
aux  couples  de  directions  conjuguées  de  i involution  forment 
deax  systèmes  projectifs  (  '  ). 

Il  résulte  de  là  que  B'  et  A'  sont  deux  courbes  projectives,  ce 
qui  démontre  la  proposition. 

33.  J'appellerai  hjpercycle  une  courbe  en  involution  M  jouis- 
sant de  la  propriété  énoncée.  Une  telle  courbe  sera  donc  définie 
par  les  deux  directions  fondamentales  P  et  P',  par  une  direction  A 
et  par  le  cycle  K,  qui  est  l'enveloppe  des  conjuguées  harmoniques 
de  A  relativement  aux  tangentes  conjuguées  de  M;  je  dirai  que  le 
cycle  K  est  le  cycle  polaire  de  la  direction  A. 

On  voit  qu'à  chaque  direction  du  plan  correspond  un  cycle  po- 
laire, et  l'on  démontrera  facilement  les  propositions  suivantes  : 

Si  K  est  le  cycle  polcdre  d'une  direction  donnée  A  relati^^e- 


(')  Comme  je  l'ai  dit  plus  haut,  tous  les  théorèmes  relatifs  aux  systèmes  de  points 
situés  en  ligne  droite  ont  leurs  analogues  relalivemcnt  aux  systèmes  de  directions  dans 
un  même  plan;  la  proposition  sur  laquelle  je  m'appuie  ici  découle  immédiatement 
de  la  proposition  Lien  connue  qui  suit  : 

Si  quatre  couples  de  points  sont  eu  iiivolnlioil,  les  conjugués  liarmouiiiues  d'un 
point  de  la  droite,  pris  ti  volonté,  relatifs  aux  quatre  couples  de  points,  ont  toujours 
te  même  rapport  aidiarnionique.  ([uel  (lUC  soit  ce  point.  (CllASi.ES.  Traité  des  sections 
coniques,   p.  \)()]. 
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nic/il  à  un  In  pcrcjcle  xM,  le  cycle  polaire  de  toute  tangeule  à  R 
est  tangent  à  la  direction  A. 

Les  tangentes  communes  aux  cycles  polaires  de  deux  direc- 
tions opposées  -h  D  f^t  — D  OJit  pour  cycles  polaires  deux  j)oints 
de  la  droite  D. 

On  conclut  de  là  qu'il  y  existe  une  infinité  de  directions  dont  les 
cycles  polaires  se  réduisent  à  des  points. 

34.  11  est  clair  qu'un  hypcrcycle  M  se  transforme  en  un  liy- 
percycle  M'  par  une  transformation  par  directions  réciproques  ; 
si  P  et  P'  sont  les  deux  directions  fondamentales  de  M.  les  réci- 
proques de  P  et  de  P'  sont  les  directions  fondamentales  de  M'. 

De  là  résulte  que,  si  P  et  P'  sont  réelles,  on  peut  toujours  eflfec- 
luer  une  transformation  réelle  de  telle  sorte  que  les  réciproques 
de  P  et  P'  soient  opposées,  et  par  suite  que  la  transformée  ait  un 
axe  de  symétrie. 

Si,  au  contraire,  P  et  P' sont  imaginairement  conjuguées,  on 
peut  effectuer  une  transformation  réelle  de  telle  sorte  que  les  réci- 
proques de  P  et  P'  soient  deux  directions  isotropes,  et  alors  la 
transformée  a  un  centre  de  svmétrie. 


iSur  les  transformations  linéaires  successis'es  dans  le  même  espace 
à  r  dimensions;  par  JM.  S.  Kantoiî. 

(Séance  du  7  mai  1880.) 

Étant  donnée  une  variété  (un  espace)  V;-  à  /'  dimensions,  on  peut 
établir  entre  ses  éléments  une  relation  linéaire,  c'est-à-dire  telle, 
qu'à  une  variété  linéaire  à  /'  —  i  dimensions,  conlonue  dans  V/-, 
corresponde  une  autre  variété  linéaire  à  /■  —  i  dimensions  de  V^. 
Soit  p  un  élément  de  V;-  et  supposons  que  l'élément  correspondant 
soit  p\.  Alors  à /7|  correspond  par  notre  transformation  un  autre 
élément /^n,  et  à  celui-ci  également  un  autre /;.!,  etc.  Nous  appel- 
lerons Pu  le  /z''"""^  transformé  de  p.  La  transformation  linéaire  sera 
fixée,  si  l'on  connaît  ;■  H- 2  couples  d'éléments  correspondants. 

PreiiDiis  d»>n«'  /• -f-  i  roupies  ay,  a\,  a.,,  a'., a,-*-\n  rt,.^,   et  un 
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('■lé/neiit  fixe  /;.  La  Iransforniation  no  sera  délcrminéc  que  si  nous 
iaisons  correspondre  à  p  un  certain  élément  |}^,  lequel  nous  vou- 
lons lair(î  varier  dans  tonte  la  variété.  Par  ce  mouvement,  nous 
obtiendrons  co  ''  diverses  transformations  linéaires.  Selon  chacune 
d'elles  le  j)  aura  un  «'*"'"  transformé  p,,.  Voici  le  théorème  qui  se 
rapporte  au  lien  entre  p  et  p„. 

Théouème.  —  Les  éléments  p  et  p^  sont  liés  entre  eux  par 
une  relation  telle  (juà  un  élément  />,  correspond  un  seul  p„, 
à  un  p,t,  n^  éléments  Pi .  Si  le  p,i  se  meut  dans  une  imriété  linéaire 
an  —  I  dimensions,  le  p  se  mouvra  dans  une  -variété  à  n  —  i 
dimensions  et  du  n'^'"^'^  degré. 

Toutes  ces  variétés  forment  un  système  linéaire,  dans  lequel  se 
trouvent  /•  +  i  variétés  spéciales  [dégénérées),  qui  se  composent 
d'une  variété  linéaire  formée  par  r  des  éléments  di ,  et  de  la  va- 
riété du  [n  —  r)""""  degré  à  laquelle  elle  correspond  par  la 
transformation  p,i-\  — /^i- 

Nous  emploierons,  dans  ce  qui  suit,  les  dénominations  indiquées 
ci-après,  n  étant  un  nombre  entier  et  composé  des  facteurs  simples 
f{,  f,  •  ■  •  yfi,  c'est-à-dire,  de  la  forme  f"''f["^  • .  •  /"'%  soit 

où  les  sommes  s'étendent  sur  tous  les  facteurs/  et  i^j. 
Alors  nous  désignerons  par  Z^  cette  fonction 


'^-l^-ljm- 


=  z, 


nn-'-f: 


laquelle  n'est  plus  de  la  même  nature  que  Z, ,  parce  qu'à  ce  bout  il 
faudrait  mettre /)• ...  au  lieu  de  /•'^  .... 

Remarquons  de  plus  que,  si  la  transformation  linéaire  est  pério- 
dique pour  un  seul  élément  de  la  variété,  sans  que  tous  les  élé- 
ments d'un  cycle  puissent  constituer  une  variété  à  /• —  i  dimensions, 


(')  CeUe  fonction  olïrc  nn  très  grand  intérêt  aussi  an  point  de  vue  de  la  théorie 
des  nombres.  Voir  la  Note  de  l'auteur  :  Wie  vielc  cyclische  Gruppen  gibt  es  in  einer 
qundratischen  Traniformalion  dcr  Ebene  {Annali  di  Matematica,  t.  X). 

Vin.  i4 
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elle  l'osl  cl(^  mémo  pour  tous  les  ôlémonis.  Il  v  a /• -f- 1  élémenls 
doubles.  Si  la  ti-ansCoimation  est  périodique  pour  V,-,  elle  est  pé- 
riodique pour  toutes  les  variétés  à  /•  —  i,  /• — i,  ...  dimensions, 
qui  sont  déterminées  respectivement  par /•, /•  —  i,...  des  points 
doubles.  Cela  posé,  je  dis  : 

Parmi  fou  tes  les  trnusfonnntions,  il  y  en  a  Z,-  qui  ne  réduisent, 
r élément  p  à  lui-même  qu'après  n.  applications  successives. 

Mais  ce  n'est  pas  que  toutes  ces  transformations  soient  pério- 
diques pour  tous  les  éléments;  il  n'y  en  a  que 

<"-)"'-^)-'«-'-i:(7-)(i-'-)-(z-) 

La  manière  dont  tous  ces  résultats  géométriques  s'appliquent  à 
Tanalyse  me  paraît  remarquable. 

Soient  ^1,  'ii,  ...,H/  +  i  les  paramètres  arbitraires  dont  dépend 
linéairement  la  variété  V,-,  et  supposons  que  pour  l'élément  a',  tous 
les  ^  s'annulent,  sauf  H/. 

[j'équalion  d'une  variété  à  /•  —  i  dimensions  et  du  premier  degré 
(jiil  fait  partie  de  Y,-  est 

(i)  r-'i^i  -f-<72Ç2  -h.  .  .  +  r/,. , ,  ;:,.^, . 

Appelons 

i'équation  de  la  variété    à   /•  —  i  dimensions    qui   est  déterminée 

par  les  éb-ments  a,,  .  ..,  a-^,  fii-\,  fii+\ <ir+K-  et  Xj,  Xm,  .  .  .  . 

X^-f.)  les  paramètres  de  p. 

Alors,  si  la  variété  (i)  est  constituée  par  des  éléments  p,i^  la 
■variété  correspondante  constituée  par  /;,  a  pour  équation 

,01  ''''  r    o  "-  2),    ^ï  o'"    2' j \.l!:±l-:       o"'-2' 

'm  ■'-'2  *-'r+\ 

Ihiiis  t'rquiilion  [  •>.  1,  fi,  désif^iin  le  résultat  de  la  substitution  des 
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X),  Xo,  .  .  .,  X,_^|  à  1(1  place,  (les  ^,,  \->,  .  .  .,  i,.,.,  dans  le  polj - 
nome  A,. 

Q}p~-^  désigne  une  jonction  du  [n  —  '>)"""?  deg/-é  f/ui  s'oblienL 
par  le  procédé  suivant  : 

On  fait 

()'>'—  —  -     A     -U-1—'      \       -U  -4---' '  A 

Lu  L.2  A-'e+l 


/>«/^ 


c^  l'on  continue  jus(/u(i  ce  (jue  l'on  trompe 

il,-  —  — -Çiil^  -H-— Ç2ii2  -t-...-T-  -cr+liir+i     - 

C'est  donc  l'opération  successive  expiimée  par  le  symbole  û  qu'il 
faut  appliquer. 

Pour  avoir  les  paramètres  appartenant  aux  éléments  /^,,  qui  re- 
[)roduisentle  pcowwwc pn-,  il  laut  résoudre  le  système  des  équations 

Çli^l  Ç2^i2  ■5r-l-lii/-H 


LjXi  L2X2  L,.^.iX,._^.i 

Les  racines  de  ce  système  doivent  jouir  de  relations  singulières, 
|)arce  qu'il  est  satisfait  par  le  groupe  des  racines  des  équations 

Li  Xi  1^2X0  L;.4.1  X,.+i 

si  /  est  facteur  de  n. 

Il  ne  sera  pas  sans  intérêt,  je  l'espère,  d'indiquer  les  énoncés 
de  ces  théorèmes  et  de  quelques  autres  pour  l'espace  à  trois  dimen- 
sions (  '  )  : 

Si  quatre  couples  de  points  correspondants  <7,,  «', ,  . . .,  «4,  cL^  sont 
donnés  et  si  p  est  un  point  fixe,  il  y  a  «^  transformations  linéaires 
qui  contiennent  ces  couples  et  par  lesquelles  le  «"'""'  transformé  du 
point /^  devient  un  point  donné  pn- 


(')   Voir  un  Mémoire  de  l'auteiir  :  Ueber  successive  lineare  Traitsforniationen  [StC- 
zungsberichte  der  Kaiserlischen  .4ha!emie  (1er  Ifissenschafceii,  Wien,   i!^8o). 
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p  restant  iixe  et  /?„  décrivant  un  plan,  p,  (c'est-à-dire  le  premier 
transformé  de  p)  décrira  une  surface  du  7i'®™^  degré.  Toutes  ces 
surfaces  forment  un  système  linéaire,  dont  font  partie  les  quatre 
surfaces  composées  par  un  plan  d^d.,d^^  ...  et  la  surface  du 
(/z — i^ème  (Jegré  lui  correspondant  dans  la  transformation /7„_, — /?,. 

Il  y  a  Z3  transformations,  qui  ne  reproduisent />  que  comme  p,/. 

11  y  a  ^Z)  transformations  qui  contiennent  un  tétraèdre  double, 
dont  une  arête  seulement  porte  une  série  cyclique  de  points  et 
l'arête  opposée  porte  une  série  cyclique  de  plans  avec  des  cycles 
de  71  éléments. 

Il  V  a  6Z2 —  18Z,  transformations  qui  contiennent  un  tétraèdre 
double,  dont  une  face  porte  une  transformation  plane  cyclique 
avec  des  cycles  de  /z  points,  et  dont  le  sommet  opposé  porte  etc. 

Il  y  a  Z3 — ôZo  +  iiZ,  transformations  qui  sont  périodiques 
pour  tout  l'espace. 

Les  points  /?,  et  les  points  doubles  des  transformations  ont  une 
relation  telle  qu'un  point  pt  détermine  quatre  points  doubles  et 
un  point  double  détermine  un  seul  point  p,.  Si  pt  décrit  un  plan, 
les  points  doubles  décrivent  une  surface  du  quatrième  ordre, 
dont  a\  ,  d.^,  «'., ,  d,^  sont  des  points  doubles. 
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ACHARD,  dirocteiir  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière,  place  \eiita- 
doiir,  à  Paris. 

ANDRE  'Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Oay-Lussac,  2.'),  à  Paris. 

A\'TO!\E  (Charles},  ingénieur  de  la  Marine,  à  Hrest. 

AOl'ST  M'abbé  ,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  >Iaiseille. 

APPEIiL,  prolesseur  à  la  Faculté  dos  Sciences,  à  Dijon. 

ARO\  (Henri",  banquier,  rue  de  Gramniont,  i'|,  à  Paris. 

BACH,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  place  Stanislas,  1,  a.  Nancy. 

BE.VOIST   (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelet,  à  Chalon. 

BERDELLE,  ancien  j;arde  général  des  l'orcts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

BERTRAND  (Joseph),  secrétaire  i>erpétael  de  l'Académie  des  Sciences,  rue  de  Seine,  fi, 
à  Paris. 

BISCIIOFFSBEIM,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

BIE\AYHÉ  (Alexis),  chef  d'État-Major  du  Génie,  à  Alger. 

BIE\AY.>IE  (Arthur),  directeur  de  l'École  d'application  du  Génie  niarilinic,  ii  Cher- 
bourg. 

B1E\AY^IÉ,  membre  de  l'Institut  (décède),  S.  P. 

BONiVET  (Ossian   ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  Sainl-Mlcliel,  No.  à  Paris. 

BORCHARDT.  nn-nibre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Beilin  (décédé),  S.  P. 

BOlf.llEB,  directeur  de  l'École  préparatoire  des  Sciences  et  Lettres,  rue  du  Pin,  9.  a 
Angers. 

BOIFFET,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Carcassonne  (Aude). 

BOULANGER,  professeur  de  Mathématiques,  boulevard  Saint-Michel,  lo.'î,  à  Paris. 

BOIIRGET,  recteur  de  l'Académie  d'Aix. 

BREMARD,  architecte,  boulevar-d  Malesherbcs,  iG,  à  Paris, 

BRIOSdIII,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan  (Italie). 

BRISSE  (A.),  ingénieur  du  dessèchement  du  lac  Fucino,  Abruzzes  (Italie). 

KRI8SE  (Ch.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Denfert-Rochereau,  'vi,  à  Paris. 

BR0I:ARD,  capitaine  dn  Génie,  à  Alger,  S.  P. 

C.ABART    Maurice),  boulevard  Saint-.Michel,  i/i"),  à  Paris. 

l'.ARO.V,  ])rofesseur  de  Géométrie  descri()tive,  rue  des  Feuillantines,  ùi,  à  Paris. 

CATALAN,  protesseur  à  l'I'niversité,  à  Liège  (Belgique), 

CIIASI.ES,  membre  de  l'Institut  (décédé),   S.  P. 

IJVIALE,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  h  Paris. 

CLAYEIX,  intendant  divisionnaire,  à  Oran  (Aljjèrie). 

CLALIIE-LAFONTAINE,  banquier,  rue  de  Trévise,  32,  a  Paris,  S.  P. 

COLLET,   professeur  à  la  la  Faculté  des  Sciences,  il  Grenoble. 

liOLLUiNON,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  2R,  à  Paris. 

DE  COMBEROISSE,  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Blanche,  63,  ii  Paris. 

COLIICELLES,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du 
Rennes,  68,  à  Paris. 

CREMONA,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  ii  Rome. 

CRETIN,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,   rue  de  Seine,  63,  ii  Paris. 

DARBOIX,  maitro  de  Conférences  ii  l'École  Normale,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris. 

DESQ,  capitaine  d'.\rtillerie,  ii  l'esançon. 

DEWLLF,  lieutenant-colonel,  chef  du  Génie,  à  Rayonne. 

DOSTOR,  docteur  es  sciences,  rue  de  Rennes,  loj,  à  Paris. 

DLRRANDE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 

KABIIE,  ancien  élève  de  l'iù-ole  Polytechnique,  rue  Saint-Martin,  !\,  à  Paris. 

FLYE  SAINTE-MARIE,  répétiteur  il  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommerard,  1  j.  :»  Pans. 

FONTES,  ingénieur  des  Ponts  et  (chaussées,  il  \  illefranche  (  Haule-Garonne). 

FOtRET,  répétiteur  a  l'École  Polytechnique,  rue  NVashiugton,  16,  il  Paris. 

(lARIEL,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine,  rue 
•loullroy.  .Jq,  ;i  Paris-Batignolles. 

GALTIIIER-MLLARS,  (uliteur,  quai  desGrands-Auguslins,  jj,  ii  Paris,  S.  P. 

CENTY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  ii  Oran. 

GERONO,  rue  Halle,  4o  et  '|2,  ii  Paris. 


(iIROft     A.  .  iin;t'iiioiir  lU-s  Muiiiiructiirc!';  de  l'État,  rue  de  \  ;tin;ir:ii(l,  j.i,  a  Paiis. 

«OFtAlli,  boiiK'vuid  dcr,  Haliittiolles,  H\,  à  Paris. 

(iOlIt.MKItlK  f(le  la  i,  niembn'  do  riiistiliit,   Ijo  devard  Saint-Michel,  7.'),  à  Paris. 

(iltVIMIOlKiK,   |)i()  l'esse  ni'  a   l'I  niversité,  rue  i'ai'adis,  ()',  a  I.iè(;e  ("  Uel(jique  . 

til'CCIA   (Jean),   via  Uu|;i;ieio  Settinio,  -.'.X.  à  l'alei  nie. 

(i(JKI,OT,  clief  de  bataillon,  coininandant  le  10"  bataillon  de  ehassiMiis  à  pied,  a  Sainl- 
l)ié  (  \'os[;es). 

IIAAG,  repétitcui' il  l'Kcole  l'olyteelini(|iie,  avenue  <le  Villars,  I.'),   il  Paris. 

ilALI'IIKV,  lepelilenr  a  ri'!i:ole  l'oh  tecdinitjiie,  rue  Sainte-Anne,  5i,  il  Paris,  S.  P. 

IIATO\'  IIK  LA  GOII'ILLIÈIIK,  in[;énieiir  en  chef  des  Mines,  rue  Gai-anciéie,  8,  a  Paris,  S.  P. 

IIATT,  iinjenieiir  liydi'ojjiaplie,  rue  de  l'I, tiiversité,  l'.'i,  ii  Paris. 

IIEiVKY,  injjéiiieur  en  clief  des  Ponts  el  Chaussées,  ii  Privas  (  Ardèelie). 

ilKlUIAKV,  capitaine  d'Artillerie,  Dépol  central,  i>lacc  Saint-TIiomas-d'Aquin,  1,  il  Paris. 

lIKItMITK,  niemhie  t\t'  I  liislilut,  rue  de  la  Sorhoiine,   .'.,  i\  Paris,  S.  P. 

lIlLAIltK,  itrofesseur  de  .Mathématiques,  rue  d'.Arras,  /|,  il  Douai  (Nord). 

IIIIIST,  directeur  des  études  d(^  l'Kcole  navale,  il  Greenwich  (Angleterre;,  S.  P. 

IlOliST  (  l'.lliiii;  ,  stipendiât  de  TU niversité,  il  Christiania  (Norvège;. 

IIOl'ltI(iA\T,  elief  de  hataillon  du  Cénio  en  retraite,  rue  I.ecoui'he,  <S(S,  ii  Paris. 

IILGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministèie  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-i'èrcs, 
l'i,  a  Paris. 

IILMItKItT,  elève-ingénieur  des  Mines,   rui>  Notre-F)anie-des-(^iiamps,  S,!,  ii  Paiis. 

lll\OT,  ingénieur  des  !\lines,  l'ue  du  Cir(|uc,  10,  il  Paris. 

JACQIIEU,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  Saint-Jean,  170,  a  Hordeaux. 

JA\I.\,  ca|>itaine  au    .'J  !"  régiment  d'Artillerie,   ii  Orléans. 

JAVAIJY,  chel'  des  travaux  graphif{ues  ii  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cardinal-l,e- 
nioine,  38,  il  Paris. 

JOKIIAX,  prolesseiir  ii  l'École  Polytechni(|ue,  rue  de  Vareiiiics,  '|S,  ii  Paris,  S.  P. 

JOIFHIET,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  ii  Palaiseau  (  Seine-et-Oise  ,. 

JUl\C,  professeur  il  l'Institut  technique  supérieur,  à  Milan. 

kAlV'TOR  (S.),  privat-docent,  Schulplatz,  3,  a  Teplils  (Bohème;. 

kŒllliER,  directeur  de  l'École  préparatoire  de  Sainle-Harbe,  lue  de  Reims,  G,  il  Paris. 

k(E.\'IG$,  élève  il  l'École  iNormale  supérieure,  rue  d'Ulm,  '\'),  a  Paris. 

I.AFFO\  DE  LADÉBAT,  amiral  (décède),  S.  P. 

LAliL'EKJtE,  examinateur  d'admission  il  l'ticole  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel, 
'il,  a  Paris. 

LAISA\T,  député,  rue  de  l'Atiueduc,  3,  ii  Paris. 

LAQl'IERE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  la  IMekeira,  ii  Sidi-ltel-Abbès  (Al- 
gérie ). 

liAlTIl,  manufacturier,  ii  Thami  (Alsace). 

I-EAI'TE.  répétiteur  ii  l'École  Polytec^hnique,  rue  (Juy-de-Ia-Hrossc-,  G,  il  Paiis. 

LEBO\'  (Ernesl\  professeur  au  Ivcec:  Charlemagne,  rue  des  Feuillantines,  11.  il  Paris. 

LEFÉBl'UE  DE  FOIKCY,  rue  Monsieur-le-Prince,  5s,  a  Paris 

LEFEVRE,  élève  ii  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  \5,  à  Paris. 

I/E.M0I\E,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cherche-Midi,  5j,  ii  Paris. 

I.EHO.XMEU,  maître  de  conférences  ii  la  Sorbonne,  boulevard  Saint-Michel,  l'i'),  ii  Paris. 

LE  PAIGE,  prcjfesseur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  '.!  1 ,  à  Liège  (Belgique). 

LESIMAILT,  ])rofesseur  ii  la  P'aculté  des  Sciences,  ii  Bordeaux. 

LEW  (Maurice),  professeur  i»  l'École  Centrale,  boni.  Saint-Germain,  2J8,  ii  Paris. 

LEZ  (Henri),  ii  Lorrez-le-Bocago  (  Seine-et-iMariie). 

LIGIIVE,  professeur  il  l'I  niversite,  ii  Odessa  (Russie). 

LI\l)EMA!\\,  professeur  ii  l'Université,  Albertstrasse,  IJ,  il  l'iibourg-en-Brisgau  (Alle- 
magne). 

LORI^,  ancien  élève  de  l'Kcole  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré.  i8j.  a 
Paris. 

LICAS,  professeur  au   lycée  Saiut-I.ouis,  rue  du  Bellay,  J,  a  Paris. 

MALEW,  professeur  au  collège  Stanislas,  avenue  de  Monisouris,    ',  ii  Paris. 

MALLOIZEL,  rue  de  la  Vieille-Kslrapa.le,    n.  il  Paris. 


—  H  — 

,M.4X\HEIM,  prolesseur  à  l'École  l'ulytechiiiqiie,  rue  de  la  l'ompe,  1 1,  à  l'aris-Passy,  S.  F. 

MlltSILI.Y  (le  {jénéral  de},  rue  Chante-Pinot,  h  Aiixerre. 

MlTHIEl'  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubour[;-Saint-Jeaii,  ii, 

à  TS'aiH  y. 
Mlfi\0\,  capitaine  au  6^  régiment  d'Artillerie,  à  Grenoble. 
SlITTiti-liF.FFLEU,  professeur  à  l'Université,  à  Helsingfors  (Finlande). 
.MOXTKiW     i>i;),  capitaine  du  génie,  a  Vilieneuve-Saint-Georgîs  (Seine). 
MOlTAIlll  ,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Val-de-Gràce,  9,  à  Parii;. 
iMCOliAIDÈS,  professeur  à  l'Université,  à  Athènes. 

OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  piazza  Statuto,  17,  à  Turin. 
PAUMENTIEU  (le   général),   membre  du    Comité   des  fortifications,   rue   du   Cirque,  5, 

.  h  Paris. 
PAUliW,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  la  Victoire,  Sg,  à  Paris. 
PEIUIIN,  capitaine  d'Artillerie,  à  l'École  spéciale  militaire,  à  Saint-Cyr. 
l'EltiilN,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Verneuil.,  a,  à  Paris. 
l'IllMl'PON,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  h  la  Sarbonne,  à  Paris. 
PKIAUD     Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
PICOIET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel,  io.3,  à  Paris. 
PIsfoYE  (m:),  capitaine  d'Artillerie,   ii  Nancy. 
POLUiXAi;  (prince  C.  dk),  rue  Miroménil,   '|'(,  à  Paiis,  S.  P. 
POl'SSET,  professeur  au  lycée,  h  P(>itiers. 
PIÎESLES  (dk;,  sous-intendant  militaire,  h  Évreux. 
Pl'ISELX,  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel,  8r,  h  Paris. 
PITZ,  colonel  commandant  le  i^a"  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans. 
RADAI',  rue  de  Tournon,  13,  ;\  Paris. 
IIAXCY  [Di.),  sous-directeur  de  la   Compagnie  d'assurances  contre  l'incendie  l'A'i^le, 

rue  de  Chàteaudun,  44i  ^  Paris. 
KEI.VACII  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,   '\,  à  Paris. 
REY  (Casimir),  professeur  à  l'École  regimentaire  du  Génie,  à  Versailles. 
RIBAlCOL'Il,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Aix  (Bouches-du-RIi<")ne). 
RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 
itOLLA.VD,  membre  de  l'instilut,  au  Ministère  des  Finances,  a  Paris. 
ROLAKT,  ingénieur  civil,  rue  Oberkampf,   i5i,  à  Paris. 
ROLCflE   (Fugéne),   professeur  à  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission    à  FÉcoIe 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  fis,  à  Pai'is. 
R01SSE!,I\,  professeur  au  lycée  Fontanes,  rue  île  la  Ferme-dcs-Mathurins,  5,  ij  Paris. 
ROl'X,  architecte,   rue  de  l'Arcade,  -i.'),  à  Paris. 
bAlXTE-C.LAIRE  DEVILLE  (Henri),  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Germain,  i55, 

h  Paris. 
SALTËI,  (Louis),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 
SARRAU,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue   de  Rondy,  i],  à  Paris. 
SAKTIAIX,  ingénieur    des  Ponts  et  Chaussées,  à  la   Compagnie  du    chemin    de    fer  du 

IVord,  à  Paris. 
SCIILBERT,  professeur,  Steindam,  Sij,  à  Hambourg  (Allemagne). 
SECIY,  rue  Pascal,  •?.,  à  Paris. 
SIVERIXCi    (,los.),    ingi'iiieur  en   chef  des   Travaux  publics,   place  du   Saint-Esprit,    9, 

a  Luxembourg. 
STEPIIAX,  direct(!ur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 
STEPIIAXOS  (D'  Cyparissos),  rue  de  l'Arbalète,  aS,  il  Paris. 
STl'IlXICKA,  i>ri)ft,'sseur  ;i  l'iiniversité,  à  Prague  (Bohème). 
SVII.0KOSSrrS(;il,  ingénieur,  h  Paris. 

TAXXERY  (Paul  i,  ingénieur  de»  Manufactures  de  l'État,   au  Havre,  S.  P. 
TAXXEUY,  professeur  suppléant  ii  la  l'acuité  ties  Sciences,  boulevard  Saint-XIichel,  1  '|  1 , 

à  Paris. 
TERRIER,  professeur  de  ALitlu^maliques,  quai  d'Orléans,  ••(),  ;i  Paris. 
TIll'lRY,  professeur  au  lyree,  rue  des  Uccollels  anglais,  a  Dtuiai  (Nord). 


—  i)  — 

TISSOT,  examiiiiiteiir  (l'admission  ;i  l'Kcole  l'olylcchnicuie,  boulevard  de  Homic,  i ,  à  Grc- 

iiolilc. 
TISSEIIAM»,  incinl.ic  lie  l'Iiisliliil,  avciuic  do  i 'Ol.scrvatdin',  .'),  à  Paris. 
TUKSCA,  iii[[cnii'iir  des  l'oiits  cl  C.liaussecs,  à  Vciidùnu!  (  Loir-i't-Chor). 
TIIItQIlAX,  docteur  es  sciences,  houlevard  de  la  Heine,  t.'),  à  Versailles. 
VACQIIANT,  inspecteur  mènerai  de  riiiiiversité,  lioule\ard  Sainl-iVliciicl,   17,  à  Paris. 
VAVKCKK,  |)r()lcsseur  au  lycée,  à  .liciu  (Holiénie). 

VA/.EII.I,K,  ancien  élève  de  l'École  Polytecluii(iue,  rue  Gay-Lussac,  ■?.('),  à  Paris. 
VlCAIlil';,  injjénieur  des  Mines,  rue  d'Assas,  70,  à  Paris. 
VOLLOr  i Mules),  prolesseur  de  Matliéniati(|ues  au   lycée,  il  Alf;er. 
WALCkHVAEU,  élève-iuf;enieur  des  Mines,  houlevard  Ilaussniann,  i.'5j,  à  Paris. 
WKIJ.L,  professeur  de  Matli(Mnali(]ues,  rue  Koquépine,  30,  à  Paris. 
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SOCIÉTÉ  MATIIÉJl ATIQUfi  DE  FRANCE. 


MEMOIRES  i:t  communications. 


GÉOMÉTRIE  DE  L'ÉCHIQUIER. 


.\ofr  sur  le  îiombre  des  tnarcltes  rentrantes  que  Von  peut  obte- 
nir en  remplissant  successivement  les  deux  demi-écldquiers 
rectangulaires  avant  pour  frontière  commune  V une  des  mé- 
dianes de  l'échiquier  total;  par  M.  E.  Laqlièke. 

(Séance  du  19  mars  1880.) 

Dans  le  ti^avail  que  nous  avons  eu  llionneur  d'adresser  à  la  So- 
ciété il  V  a  peu  de  temps,  nous  .avons  eu  le  regret  de  ne  pouvoir 
citer  les  études  déjà  insérées  au  Bulletin  par  M.  Flve  Sainlc- 
Marie,  sur  le  nombre  des  marches  parcourant  successivement  les 
trente-deux  cases  d'un  dcmi-échicpiier.  Faute  de  pouvoir  jeter  les 
jeux  sur  cet  article  intéressant,  qui  compléterait  fort  savammenl 
Tune  des  solutions  logiques  du  problème  d'Euler  à  laquelle  nous 
avons  été  conduit  nous-même,  nous  n'avons  pu  rendre  à  notre 
éminent  collègue  l'hommage  mérité  ;  nous  sommes  heureux  de 
réparer  aujourd'hui  l'oubli  involontaire  que  des  souvenirs  trop 
vagues  nous  avaient  obligé  de  commettre,  et  nous  en  profitons  pour 
utiliser  cet  article  en  dénondjrant  toutes  les  solutions,  marches 
rentrantes  sur  l'échiquier  total,  qui  en  dérivent  comme  composées 
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(le  deux  courses  indépendantes  l'une  de  laulre.  mais  raccordées 
entre  elles  en  lête  et  en  queue,  décrites  successivement  sur  l'une 
et  l'autre  moitié  de  l'écliiquier  carré. 

M.  Flye  Sainte-Marie  démontre,  d'une  manière  aussi  simj)lr 
(|u"ingénieuse,  que  les  trente-deux  cases  du  demi-échiquier  doi- 
vent être  classées  en  deux  groupes  de  seize,  qu'il  distingue  en  em- 
plovant  pour  désigner  les  cases  similaires  un  numéro  simple  dans 
le  premier  groupe,  le  même  numéro  accentué  dans  le  second.  Les 
deux  groupes  ainsi  notés  sont  d'ailleurs,  abstraction  faite  de  l'ac- 
cent, svmétriqucs  par  rapport  à  la  grande  médiane  du  demi-échi- 
quier et  se  composent,  le  premier  des  cases  comprises  dans  notre 
travail  parmi  les  élémeuts  A  et  C,  le  second  des  cases  des  élé- 
ments D  et  B.  Les  cases  impaires  sont  extérieures  (ou  frontières); 
les  cases  paires,  intérieures.  L'auteur  démontre  que  :  i°  pour  rem- 
plir les  trente-deux  cases  à  la  file,  il  est  indispensable  que  les  seize 
cases  d'un  même  système  soient  parcourues  tout  d'une  venue  ; 
a"  le  point  de  départ  et  celui  d'arrivée  sont  sur  deux  cases  exté- 
rieures de  systèmes  différents  (point  que  nous  avions  remarcpié, 
mais  dont  la  démonstration  si  simple  nous  avait  échappé)  ;  3°  dans 
un  même  groupe  (seize  cases  à  numéros  simples  ou  seize  accen- 
tuées) la  case  de  départ  et  la  case  d'arrivée  sont  l'une  intérieure 
et  l'autre  extérieure. 

M.  Flye  fait  ensuite  connaître  le  nombre  de  parcours  (|ui  uuis- 
sent  deux  cases  extrêmes  possibles  d'un  même  système,  aiusi  rpu- 
le  nombre  de  manières  distinctes  de  faire  parcourir  au  cavalier  \o 
demi-échiquier. 

Pour  en  déduire  le  nombre  des  marches  rentrantes  sur  l'échi- 
quier total  formées  de  deux  parcours  successifs  comblant  succes- 
sivement les  deux  demi-échiquiers,  nous  formerons,  avec  les  nom- 
bres donnés  par  l'auteur,  un  tableau  M  à  double  entrée  donnant 
le  nombre  de  parcours  entre  les  deux  cases  extrêmes  désignées 
d'un  même  groupe  de  seize  cases  du  demi-échiquier.  Ce  nombre 
sera  inscrit  au  point  de  croisement  de  la  colonne  et  de  la  ligne 
aboutissant,  sur  la  ligne  el  la  colonne  du  cadre,  aux  deux  cases 
d'entrée  et  de  sortie  du  groupe.  On  aura  soin  de  condnner  les 
cases  d'entrée  el  de  sortie  entre  les  côtés  du  cadre  aboutissant 
ensemble  à  1  iuii;lc  stqx'-rieur  gauche  ou  à  l'angle  inférieur  droit  du 
Tableau. 


T\  1)1,1. M.   M. 

Nurnlin-  ih'  p;irci>iii<  (  daiiri's  M.  I''ly<;  Saiiilc- Miuii' j  min:  les  deux  rases  irvlriMiifs 

(l('si;^ii('-<'s  il'iiii   Miiiiic  ifrouiii'  (arcciilin-  on   rmn  )  du  (liMiii-('Tlii(|iii(M'. 
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Ce  Tableau  nous  servira  à  lormor,  avec  une  facilité  et  une  rapi- 
dité extrêmes,  un  second  Tableau  IN  iiidi(|Mant  le  noml^re  des  par- 
cours de  Irente-deux  cases  d'un  denii-écliiquier  unissant  deux 
cases  extrêmes  désignées  (sauf  l'accentuation)  comprises  dans  la 
même  bande  frontière.  Ces  deux  cases,  non  accentuées  sur  le  cadre 
du  Tableau  qui  les  indique  comme  ci-dessus,  appartenant  à  l'un  et 
l'autre  des  deux  groupes  différents,  devront  être  considérées  l'une 
comme  sans  accent,  l'autre  comme  accentuée. 

i^a  frontière  supérieure  est  (composée  des  cases  dont  le  numéro- 
tage est  de  l'une  des  deux  i'ormes  (4  /'  -H  0  f'ii  {4p  —  ')'• 

La    frontière    inférieure    des    cases  de   la    forme    [i\/>  —  i)    ou 

(4/>  +  ')'• 

Tablf.au  N. 
Ndiiiliii'  de  |);iiTnms  de  Ucnle-dciix  cases  ciilrc  deux  cxl  rèiiics  situées  sur  la  inriiic 
liaiidr  li(iiili('ic  (siiivaiU  les  besoius,  accciiUicr  soil  le  ehinVe  de  la  cDloniie,  soit 
icliii  de  la  liaiide  dt-signant  les  cases  extrêmes  du  parcours.) 
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On  remarquera  que  les  nombres  de  ce  Tableau  sont  s^^mélriques 
par  ra})])ort  à  la  diagonale  supérieure  droite,  les  nombres  complé- 
mentaires à  seize  correspondant  à  des  groupes  de  marches  symé- 
triques les  unes  des  autres  par  rapport  à  la  petite  médiane. 

La  disposition  du  Tableau  M  se  prête  au  calcul  rapide  des  nom- 
bres du  Tableau  N  en  raison  des  remarques  suivantes. 

Les  marches  de  trente-deux  cases  entre  deux  cases  extrêmes 
données  se  composent  de  douze  groupes  distincts  d'après  les  douze 
sauts  de  passage  d'un  groupe  à  l'autre,  qui  se  font  entre  les  cases 
intérieures  de  l'un  et  l'autre  groupe  dillérant  en  plus  ou  en  moins 
de  quatre  unités,  Tune  accentuée  et  l'autre  sans  accent.  Les  mar- 
ches de  seize  cases  à  combiner  deux  à  deux  ayant  ces  cases  pour 
extrêmes  ont  leurs  nombres  inscrits  dans  le  Tableau  M  sur  les 
lignes  horizontales  distantes  de  deux  rangs  et  se  correspondront, 
par  suite,  d'une  manière  commode  pour  donner  à  la  fois  tous  les 
facteurs  des  combinaisons  en  faisant  glisser  l'une  par  rapport  à 
l'autre,  de  deux  lignes  de  bas  en  haut,  puis  de  deux  lignes  de  haut 
en  bas,  les  colonnes  ayant  pour  entête  l'une  des  deux  cases  ex- 
trêmes des  marches  de  trente-deux  cases  à  énumérer.  Comme 
exemple,  nous  donnerons  le  calcul  du  nombre  de  marches  dont 
les  cases  extrêmes  sont  y  et  i'  : 

Sauts  (le 

<lc  passaiio.  iiiaiThrs  rnnil)in(''p<. 

a, H' 16.8    ^iJ.R 

4,8' 5.16=  80 

Ti ,  I  o  ' . 2 . 1 3  =  att 

8,19.' (Î.8    =  48 

1 0 , 1  f 6.10=  60 

1 2 , 1  ()' ■> .  3')  —  99 

(),'>' 'À.Tf.  -'  44 

8,i' (i.8    -    Î8 

10, fi' r>.8    r^   .{8 

i'2,8' 3.1(1  -^    {8 

i4,i'>' •••  3.i3—   89 

1(1,1'/' i3.8    -    loî 

'loial  f'iil  II'  j  cl   r ~y:>. 

Le  Tableau  N  ainsi  élabb  s(>rvira  d'une  manière  pareille  à  délcr- 
nnner  le  nombre  des  marches   i-cniranics  de  soixante-quatre  sauts 
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sur  rt'clii(|iii('i'  lohil.  (  )ii  lc>  (IrToiiinlci;!  ciilif  les  clriix  cases  <'X- 
li'cmes  coiiipiciiaiil  le  saut  (\r.  ri-rnuMiiic,  par  r('miin('Tation  dos 
i;ronpos  ([iic  (lislitif^iicnL  les  six  saiils  de  passade;  (11111  dcnii-érlii- 
(pilor  à  laiilrc;  rcsiés  possibles  après  le  choix  delà  case  de  départ, 
cl  par  suite  du  f;roiipe  aiupu-i  ap|)aiiieut  la  eas(;  initiale  du  saut 
de  passaj^e.  Ou  renuircpuM-a  rpic  le  passaf;c  d'un  dejui-échiqnier  à 
Taulre  s'opère  sur  les  deux  1  routières  conligui's  entre  deux  cases 
dont  le  numéro  didere  de  fpiatre  unités,  avec  modification  d'ac- 
cent, en  faisant  correspondre  par  superposition  parallèle  (cou- 
lisses) les  deux  denii-échlquicrs.  Les  sauts  de  fermeture,  qui  ne 
sont  antres  que  des  sauts  de  passage,  sont  soumis  à  la  même  ob- 
servation . 

Cela  posé,  on  pourra  considérer  comme  cases  de  départ  de  la 
marche  rentrante  (choisie  dans  le  demi-échiquier  supérieur)  avec 
les  cases  d'arrivée  correspondantes  dans  le  demi-échiquier  infé- 
rieur les  six  couples  : 

Tjpe  (\n  —  i):  rases  de  départ  (dcini-(''clii(|iiier  siip.).     •">  7  11  i"> 

Type  ('|/?,--   i)';  ras.  d'arriv.  rorresp.  f  deminM-li.  inl'.).    ~'     ii'un.'î'     ir)'uii-'     11' 

ou  les  six  symétriques  : 

Type  ( 'lyj -:    I}' ;  dé|)art   (  deiiii-i'cliKniicr  siip('T.  ) i.i'         ç)'  .'>'  i' 

Type  (  '\Pi-'  i)  :  arrivée  (deini-é(lii(piier  iiilér.) 9      .'>  ou  i.'i       i  ou  ()       5 

l'étant  donnée  une  case  de  départ,  la  trente-deuxième  case  visi- 
tée arrivée  dans  le  même  demi-échiquier  sera  l'une  quelconque 
des  cpialre  frontières  du  groupe  difiérent  et  donneront  lieu  à  six 
sauts  de  passage  possibles  à  chacun  desquels  correspond  un  groupe 
combiné  de  deux  marches  de  trente-deux  cases,  dont  l'importance 
est  donnée  par  le  ])ro(luit  des  deux  nombres  du  Tableau  N  conve- 
nablement choisis.  Le  calcul,  sans  explications  du  nombre  de 
marches  rentrantes  entre  la  case  centrale  y  du  demi-échiquier 
supérieur  et  l'une  des  cases  battues  11'  ^\u  demi-(''ehi(piier  inlé- 
rieur.  suffira  à  rintelligence  du  résultat. 


—  t(i 


Cases  c.rlrrnn's    (siip.  7.   ////.  11'). 

Siiiilf.  (If  piissyijc.  7    11'. 

1  '.  5 77'^'  1 3(>  —  1  o4  99'i 

V,  9 9.o8 . 2o8  =  43  26 1 

9',  1 3 3o4  . 1 80  =  54  720 

5'.  I 208 .  Tiop.  —  1 04  4  •  C 

9', 5 3o4.i3G=   4i  344 

1 3'.  9 ÀjG. 208  =   57  408 

Nombre  (le  niniclies  rontianlcs  eiitro  los  casos  cxlrr-mos  7.11'.   4o<)  i4î 
On  arrive  ainsi  aux  résultats  sulvanls  : 

Tableau  P 

Nombre  de  niarclics  rentrantes  de  soixante-quatre  cases  entre  deux  rases  extrêmes 
désignées,  à  clieval  sur  la  médiane  frontière  commune  aux  deux  demi-échiquiers 
superposés,  dont  les  trente-deux  cases  doivent  être  décrites  sans  interruption. 


Entre  c 

liacpic  couple  de  cases  c\ 

t  renies. 

Noniiire 
(le  niarciies. 

3,7' 

7,1'' 

1 1 .  i5' 

'3',  9 

9',  ' 

V.  1 

7,3' 
i5, I ] ' 

9',  '3 
»',  9 
1  ',  .) 

540  000 
406  144 

99  î  74«i 

La  somme  des  trois  nombres  ci-dessus,  iÇ)4^H^4,  donne  le 
nombre  des  marches  rentrantes  de  la  nature  indiquée  essentielle- 
ment distinctes.  Ce  nombre  se  quadruple  par  la  distinction  des 
marches  symétriques  entre  elles  et  devient  7763536. 

Si  l'on  tient  com|)te,  en  outre,  des  marches  en  sens  inverse, 
ainsi  que  de  la  double  manière  de  diviser  l'échiquier  en  deux 
rectanj^les  égaux,  ce  nombre  se  quadruplera  encore  et  donnera 
3  I  ()54  144?  comme  1(^  ii()nd)r(Mol;il  des  niiiiciies  n-nliMnlcs  appar- 
tenant à  la  raniille  indicpiée. 

I*armi  ces  marches,  un  certain  nond)re  sont  com[)osées  de  deux 
marches  par  demi-échiquier  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rap- 
j)ortau  centre  de  l'échiquier,  (^esont  celles  dont  la  trente-deuxième 
case  (dcrnirrc  du  ]inrroiiis  dans  le  premier  demi-échiquier)  est  en 
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coiiiimmicîilioii  a\c(:  la  syiiK'lrifjiic  au  (.cnlii'  de  la  case  de  clcj)arL  ; 
on  les  émimèrc  dans  le  TaMcau  ci-dessous  : 

(las(>  (le  (li'parl i  j  5         q         c)       j '} 

<  lasc  (rnn'i\(''(M  iih"'iii('  (lciui-(''(lii([iii('r  ).      i  i'        -'       iV         'S'       ii'         -' 
INoiiihrc  (!<■  iiiaiclics jOi     y.08     5o2     2(.08        v.oH     '2 J8 

Soil  en  louL  i</^(),  nondjie  ([u  il  laudra  doubler  et  f)orler  à  38j'>., 
en  inlerverllssant  les  accenls,  ou,  au  contraire,  diminuer  de  moi- 
tié et  réduire  à  968,  selon  qu'on  désirera  distinguer  ou  confondre 
les  marches,  qui  sont  identiques  à  un  axe  de  svmélrie  près. 

Toutes  ces  marches  se  compléteront  par  une  marche  symétrique 
au  centre  à  trenle-deux  sauts  de  distance. 

Imî  terminant  cette  Note,  nous  prierons  ceux  de  nos  collègues 
(pi'un  tel  sujet  intéresse  de  rechercher  si  une  méthode  de  groupe- 
ment analogue  à  celle  (pii  précède  ne  pourrait  être  apj)liquée  aux 
modes  naturels  de  description  de  l'échiquier  signales  dans  notre 
article  précédent.  Nous  nous  proposons  de  l'essayer  un  jour  si  nos 
loisirs  tious  le  permettent;  mais,  ne  nous  dissimulant  point  les 
difficultés  autrement  compliquées  qui  nous  attendent  dans  cette 
étude,  nous  ne  croyons  pas  inutile  de  faire  appel  à  la  bonne  vo- 
lonté de  ceux  de  nos  conlrères  à  même  de  mener  à  bien  une  lâche 
qui  sera  peut-être  au-dessus  de  nos  propres  forces. 


Note  sur  1(1  ma  relie  du  eava/ier  dans  un  échniuier  : 

par    AI.    DE    PoLIGJNAC. 

(Séance  tlii  .21  mai  1880.) 

1.  Dans  les  développements  intéressants  que  M.  Laquière  a 
récemment  adressés  à  la  Société  sur  le  problème  du  cavalier,  se 
ti'ouve  une  méthode  qui  avait  déjà  été  indiquée  j)ar  moi.  Elle  con- 
siste à  chercher  des  solutions  rentrantes  dont  les  deux  moitiés 
soient  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  au  centre  de  l'échi- 
quier et  à  remplacer  la  marche  irrégulière  du  cavalier  par  une 
suite  de  circuits  partiels,  déterminés  à  l'avance  et  qui  servent  à  la 
(h'composilion  et  à  la  notation  de  l'échiquier.  Ce  procédé  a  fait  de 
ma  pari  l'objet  d'une  IVole  inst'rée  dans  les  Comptes  rendus  des 
\\.  i 
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séances  de  l'Académie  des  Sciences  (avril  iSOi).  Appliqué  aux 
échiquiers  de  trente-six  et  de  soixante-quatre  cases,  il  conduit,  par 
des  transformations  convenables,  à  des  solutions  rentrantes  pour 
lin  échiquier  quelconque  (d'un  nombre  pair  de  cases). 

Voici  comment  on  peut  noter  la  solution  type  dans  l'échiquier 
ordinaire. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  coin  inférieur  gauche 
de  l'échiquier  et  pour  axes  les  deux  côtés  qui  y  aboutissent.  Soient 
T  =  \ ,  y  =  \  les  coordonnées  de  la  case  du  coin  ;  on  formera  un 
circuit  partiel  rentrant  avec  les  quatre  cases 

.r  =  I  ,       ./■  =  3,       r  z=  4,       'f  =  2, 
J  =  I ,       .}•  =  9.,        Y  =  'î,      J  =  3. 

Notons  de  la  même  lettre  a  chacune  des  cases  de  ce  circuit  :  ce 
sera  le  circuit  a. 

On  obtiendra  également  un  circuit  b  de  quatre  cases  en  parlant 

.1'  zzr  2 

de  la  case  h,  dont  les  coordonnées  sont 

^  A  1  .r  =  2  ,  ,./■:=  I        .  .  , 

De  même  la  case  c,  5  et  la  case  a,  ■>  lourniront  deux 

)  =  '}.  '  }=  2 

nouveaux  circuits  rentrants  de  quatre  cases  chacun. 

Les  quatre  circuits  a,  b,  c,  d  remplissent  un  carré  de  seize  cases, 
un  des  quatre  carrés  élémentaires  dans  lesquels  se  décompose  l'échi- 
quier au  moyen  de  deux  lignes  rectangulaires  tracées  par  son 
tîcntre. 

Les  trois  autres  carrés  élémentaires  se  noteront  de  même,  savoir  : 

Le  carré  élémentaire  opposé  par  le  sommet  à  celui  qu'on  vient 
d'achever,  parles  mêmes  lettres  r/,  b,  c,  d  placées  respectivement 
sur  les  mêmes  cases  que  dans  celui-ci. 

Les  deux  carrés  restants  se  noteront  d'après  la  même  règle,  en 
remplaçant  les  lettres  «^/, 6,  c,  «'/par  A,  B,  C,D;  ainsi,  par  exemple, 
une  des  lettres  A  du  carré  élémentaire  inférieur  sera  sur  la  case, 
.r  =  .7,  >'  =  I . 

L'échupiier  étant  ainsi  prépare,  parlons  de  la  case  .,  qui  ap- 

parlienl  au  circuil  f/,  cl  parcourons-le  dans  le  sens  suivoiil  : 
./•  z=  2,     .1-^1,     j:  =  3,     .'•  :^  4» 


■^     J—i,      )  =  ?.      1—4» 
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qu(?  nous  conviendrons  do  conserver  dans  totis  les  autres  eireiiils. 
La  première  inoilit;  de  la  soltilion  s'écrira 

./   \/'lU>I)./; 

on  peut  encore  rrciirc 

a       h       C      I) 
A      1$      h       r, 

,  en  convenant  de  lire  les  lettres  par  colonne;  ;  Tune  ou  l'autre  lorme 
suggère  des  règles  mnémoniques  faciles  à  formuler. 

Comme  on  a  noté  des  mêmes  lettres,  afin  d'éviter  l'emploi  des 
accents,  les  cases  appartenant  aux.  carrés  élémentaires  opposés, 
la  formule  précédente  devient  ambiguë  au  dernier  circuit  (/,  qui 
pourrait  appartenir  à  l'un  (jueleonque  des  deux  carrés  supérieur 
ou  inférieur.  C'est  dans  le  carré  siq)érieur  qu'il  faudra  prendre  d. 
On  serait,  du  reste,  conduit  fatalement  à  ce  résultat  en  portant 
sur  l'échiquier  le  parcours  qui  vient  d'être  écrit,  car,  si  l'on  prenait 
f/ dans  le  carré  inférieur,  oiiobtiendraitun  circuit  rentrant  de  trente- 
deux  cases  seulement,  et  la  marche  totale  ne  pourrait  plus  être 
rentrante.  Dans  tout  le  reste  du  parcours,  la  marche  annotée  sera 
ifnifjae,  pourvu  (pi'oii  ait  soin  de  rejeter  les  circuits  svmétriques 
de  ceux  déjà  })arcourus. 

La  seconde  moitié  de  la  solution  s'écrira  par  la  même  formule, 

•V  —  — 
en  commençant   à  la  case  a  /.  du  carré  élémentaire  supérieur, 

)=  D  ' 

svmétri(iue  par  rapport  au  centre  de  la  case  initiale  . ,• 

1111  y  =:z  i 

Pour  justifier  cette  assertion,  il  suffit  d'observer  les  deu\  [)oints 
suivants  : 

1"  Dans  léchiquler  annoté,  d  \  a  deux  circuits  marcpiés  (f,  deux 
marqués  A  et  C,  situés  dans  des  carrés  élémentaires  opposés  par  le 
sommet  et  composés  de  cases  symétriques  par  rapport  au  centre. 
Or,  dans  le  parcours  (f  AùhG  cY) ,  elia(p>e  lettre  n'enti'e  qu  une 
lois.  Donc  toutes  les  cases  svin('tn(|iies  de  celles  (.loiit  ce  parcours 
se  conqjose  sont  hbres. 

'j"  On  vérifiera  en  traçant  la  ligure  (  ou  en  faisant  le  calcul  par 
coordonnées,  ce  qui  serait  possibl»^  cpionpie  long  ),  (pie  la  Irenle- 
deiixième  case  du  |)arcours  annoté,   c  est-à-dirc  la  dernière  du  cir- 
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ciiîl  <l  suiiérieiir,  (.'Sl  la  case  •>  de  laquelle  on  petit  passer  à  la 

case  ].•>  symétrique  de  la  case  iniliale.  Donc  les  deux  denii- 

j  =6      -^  ^ 

solutions  symétriques  se  raccordent  et  la  seconde  aboutira  à  la  case 
x=;5,  )'=  I,  ce  qui  donne  une  marche  rentrante. 

Pour  faciliter  l'intelligence  de  ce  qui  précède,  je  donne  ici  l'é- 
chiquier figuré  ])ar  les  letti^es  qui  le  composent  : 


c 

D 

B 

A 

c 

d 

/; 

(t 

B 

A 

c; 

D 

h 

<i 
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D 

C 
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B 

ri 

c 

fl 

h 

A 

B 

D 

C 

(1 

b 

,1 

c 

c 

cl 

h 

/i 

C 

D 

B 

A 

l> 

a 

r 

,1 

1', 

A 

C 

1) 

d 

c 

<i 

h 

D 

C 

A 

B 

.1      h       d       r       A      B      1)      C 
En  lui  apjdiquant  ht  solution 

akhlàCcDd, 
on  verra  tpron  peut  encore  l'énoncer  ainsi  : 

Prendre  les  lettres  par  couples  dans  l'ordre  alphabétique  et 
commençant  dans  le  carré  élémentaire  gauche  inférieur  ;  con- 
tinuer à  tourner  dans  les  trois  autres  toujours  dans  le  même 
sens  ('  ). 

Sans  la  restriction  imposée  ici,  on  arriverait,  en  tournant  tou- 
jours dans  le  même  sens,  à  placer  le  cycle  d  de  la  demi-solution 
dans  le  carré  initial,  comme  il  a  été  dit  plus  haut.  En  continuant, 
oji  obtiendra  une  sohition  non  rentrante,  qui  s'écrira 

aAh-QCcDdy  D^/^A/^BCr 

L'c'chiquier  de  trente-six  cases  se  note  d'une  façon  analogue, 
indiquée  ci-dessous;  les  cases  symétriques  j)ar  rapportait  centre 
sont  toujours  marquées  des  mêmes  lettres,   ainsi  que  les  circuits 

(')  Cnnifili-s  rendus  des  sc'anrcs  {If  l'Acadeniie  des  Scie/iees,  for.  rit. 
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piniicls,  (|ui  soiii  (le  liois  Idlrcs,  mais  ils  ti<'  soiil  plus  icDiriiiils  ; 
<raill<;iirs,  la  diMiomposilioii  en  cari'rs  clcniciilaircs  ne  s  a|)|)li(]tic 
plus  : 

A     .     .     c;    .     . 

C  A  .  .  , 

f       A  .  .  .  . 

C      ti  h  15  . 

h       r  a  .  .  li 

u       h  .  <  W       . 

La  (lenu-soiulioa  s'ccrit  Irôs  svni(''Ui(|uc'nu'iiL  ainsi  : 

La  case  initiale  est  (^  =  I,  j'=  3)  et  la  solution  est  rentrante,  car 
Ja  case  finale  C  du  demi-parcours  est  conjuguée  de  la  symétrique 
de  la  case  initiale. 

Revenons  à  l'écliiquier  de  soixante-quatre  cases.  On  obtiendra 
d'autres  solutions  symétriques  en  modifiant  les  conditions  du  par- 
«;ours,  par  exemple  en  s'interdisant  d'écrire  à  côté  l'une  de  l'autre 
deux  mêmes  lettres  (majuscule  et  minuscule),  à  l'inverse  de  ce  qui 
avait  été  lait  d'abord,  etc.  Parmi  les  solutions  de  ce  type,  je  citerai 
Ja  suivante,  rentrante  et  à  deux  parties  symétriques,  dans  la  no- 
tation de  laquelle  on  a,  pour  éviter  toute  confusion,  distingué  par 
des  accents  les  cycles  symétriques;  les  lettres  non  accentuées  s'ap- 
pliquent aux  deux  carrés  élémentaires  inférieurs  : 

(i)  </f/ CBtDA^',  ^/V/C'B'r.'D'A'^. 

On  i)eut  prendre  i)Our  case  initiale  ad  libitum  „  ou  '  : 

seulement  tous  les  cycles  n'y  sont  plus  parcourus  dans  le  même 
sens,  ce  qu'indique  suffisamment  la  succession  des  lettres. 

Le  procédé  d'Euler  appliqué  à  cette  solution  permettra  de  la 
transformer  en  une  autre,  commençant  à  un  coin  et  finissant  à  un 
autre  coin.  Je  n'ai  pas  à  revenir  ici  sur  ce  procédé,  dont  il  est  fait 
mention  dans  la  Théorie  des  nombres  de  Legendre.  Les  transfor- 
mations ci-dessous  le  mettront  d'elles-mêmes  en  lumière.  Comme 
ces  transformations  conduisent  à  séparer  les  cases  d'un  même 
cycle,  on  a  employé  des  indices  indiquant  le  rang  de  ces  mêmes 
cases  dans  la  solution  dont  on  est   parti  et  dans  leurs  cycles  rcs- 
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ijcctils;  les  lignes  xerticalcs  in(li<|ii<'iil  les  iiilorvcrsions  dans  la 
marche  au  iiioment  où  Ton  passe  (rime  ease  inléricure  à  la  der- 
nière: 

[2)  rr.c/ .,.'/;(•/'...  A'    j   (iil>;l>:J'il'\-, 

(3)  r/..  .  .C'B'    I    />^/,A'D'r', 

(  4  )  (I,.  ..C^  Cl,    I    c' .  .  .aj)\i'  C',,  C'., . 

Celle  dernière  solullon  commence  à  l'angle  inférieur  gauclie  el 
fînil  à  l'angle  supérieur  du  même  cùlé. 

2.  E.rtensi<)ii  à  un.  ('chiqiiici- (iiicIcoïK/ue; solutions  rentrantes. 
—  Tous  les  échiquiers  d'un  noinl)re  pair  de  cases  peuvenl  se 
diviser  en  deux  classes  ,  ceux  de  la  l'orme  (()  -h  ^n)'-  et  ceux  de  la 

forme  (8  -(-  4'0'- 

Occupons-nous  de  ces  derniers.  On  les  formera  successivement 
en  ajoutant  deux  bandes  à  tous  les  côtés  de  l'échiquier  précédent. 
Ils  se  déduiront  donc  tous  de  proche  en  proche  de  l'échiquier  de 
soixante-quatre  cases. 

Les  deux  bandes  extérieures  sur  chaque  côté  de  l'échiquier 
(8-1-4^0"  forment  une  zone  quadrangulaire.  Détachons-la  par  la 
pensée  du  reste  de  l'échiquier.  On  ])cut  avec  le  cavalier  parcourir 
la  moitié  de  cette  zone  en  partant  d'un  coin,  soit  le  coin  inférieur 
gauche,  et  tournant  toujours  dans  le  même  sens,  et  la  dernière  case 
de  ce  circuit  partiel  sera  conjuguée  du  coin  inférieur  gauche  de 
l'échiquier  [8  4-  4("  —  0]"-  ^'^  détachant  de  même  une  zone  qua- 
drangulaire de  ce  dernier,  on  en  parcoiirrala  moitié,  et,  en  répétant 
ce  procédé,  on  arrivera  au  coin  inférieur  gauche  de  l'échiquier  de 
soixante-quatre  cases.  A  celui-ci  on  a[)pli([uera  la  solution  (4) 
donnée  ei-dessus,  qui  finit  à  l'angle  supériciu-  gauche,  et  l'on  verra 
qu'on  peut  parcourir  dans  l'ordre  inverse  les  moitiés  des  zones 
restées  libres;  on  aura  ainsi  une  solution  non  rentrante  pour  l'é- 
chiquier (8  -I-  4"  )"• 

(ji-joint  le  Tableau  de  ce  j)rocédé  applicpié  à  réehicpiier  de  cent 
quaranle-(jualre  cases: 
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'4i 

.iti 
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25 
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Les  cases  nianpiccs  4i  cl  io4  sont  les  cases  initiale  et  finale  de 
la  solution  (4)  de  l'échiquier  ordinaire. 

On  rendra  cette  solution  rentrante  dans  le  cas  général  au  moyen 
de  la  remarque  suivante. 

licniarque.  —  Si  dans  une  solution  quelconque 

I    2   3    ...    /  /  H-  I     ...    m   m  -\-  \     ...    n  n  -{-  i    ...    :;, 

la  dernière  case  z  étant  conjuguée  de  n,  on  a  en  même  temps 

it  -\-  I      conjuguée  de  m, 
m  -\-  I      conjuguée  de  / 


ou  enfin 


/  -I-  I      conjuguée  de  1 , 


on  pourra  rendi-e  le  parcours  rentrant  par  des  transformations  suc- 
cessives, et  cela  quel  que  soit  le  nombre  des  cases  /,  m,  n,  pourvu 
que  leurs  rangs  aillent  en  croissant. 

Cette  remarque,  dont  la  démonstration  est  facile,  s'appliquera  à 
toutes  les  solutions  dont  le  type  vient  d'être  donné,  et  les  cases 
/,  m,  n,  ...  occuperont  des  places  déterminées  qui  se  déduiront 
très  simplement  les  unes  des  autres  en  passant  d'un  échiquier  au 
suivant.  Pour  mettre  ce  fait  complètement  en  évidence,  il  faudrait 
tracer  des  figures  et  entrer  dans  de  plus  grands  développements 
que  n'en  comporte  cette  courte  Note;  mais  le  lecteur  curieux  de 
vérifier  l'assertion  trouvera  dans  la  remarque  qui  vient  d'élrefiiile 
les  éléments  de  la  vérification. 


D;ms  récliiqiiiei-  de  cent  (jiiaranle-quatre  cases,  les  Icllres  /, 
///,  ...  sont 

/  =:  K),        m  =^  'J'J,        //  zi::  ()'),       J}  =z  125. 

On  pcul  vérifier  sur  le  Tableau  précédent  que  les  cases  marquées 
de  ces  numéros  satisfont  à  Ja  loi  énoncée  dans  la  remarque. 

Tout  ce  qui  précède  s'étendra  aux  échiquiers  de  la  forme 
(6  +  4'^)"  qui  se  déduisent  de  l'échiquier  de  ti'ente-six  cases  par 
la  juxtaposition  de  bandes.  Les  zones  formées  par  ces  bandes  se 
rempliront  de  même  par  moitié  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  l'échiquier 
de  trente-six  cases,  dont  on  aura  du,  au  préalable,  transformer  la 
solution  rentrante  par  le  procédé  d'Euler.  En  commençant  cette 
solution  rentrante  à  l'angle  inférieur  gauche,  l'interversion  se  fera 
sur  la  trente  et  unième  case  du  circuit  et  la  case  finale  sera  située  à 
la  gauche  de  celle  qui  occupe  l'angle  supérieur  de  droite. 

L'échiquier  de  seize  cases  n'admet  aucune  solution.  D'ailleurs, 
les  échiquiers  impairs  n'en  admettent  pas  de  rentrantes.  Les  for- 
mules précédentes  fournissent  tous  les  autres  échiquiers. 


.S///'  une  gniéralisation  de  la  théorie  des  fiiielions  coiitliiues 
((l^éhritjiies ;  par  .M.   G.   Humbkiit. 

[Suite  (')]. 

(Scancc  (lu  ■>  juillet  1880.) 

lienuirqiie.  —  On  dénionlrerail  de  la  mémo  manière  que.  si  des 
polvnomes  R,  (.zr),  R^i.r  ).  .  .  . ,  R„  (.r),  de  degrés  quelconques,  sa- 
tisfont à  la  même  relation  cpie  les  polynômes  P(j"),  à  savoir 


•■'■'Kf. 


lil(2)lK„M-l1«-2'-)^'-" 


/      "|77jR«(-)"('"+')«-2(^)^/^=0. 


a   souiuic  du  iioirdjrc   des  racines  de  l\|(;)  comprises  entre  ^'^ 


(')    Voir  1p  I,  \  m  (!.•  <•(•  /iullvlin.  y.   lu. 


__   '■2îi  

cl  ./'i,  (lu  iioiiihic  (les  r.uiiics  de  H  ^l  r-  )  comprises  entre  .r,  cl  ./j,  etc., 
(lu  iU)iiil)i'(!  (les  racines  de  l\„{z-)  comprises  enlr(!  .r„_\  cl  .//,,  <.'st 
an  monis  ('-j^ale  à  /////. 

IMus  ^{Micralemcnl,  en  d(^'si<^nanl,  |)ar/(c)  nne  lonclion  (pu  ne 
change  pas  de  signe  entre  j"o  et ./'),  entre  ./'i  et  .r^i  etc.,  entre  ./•„_i 
et  j'„^  si  on  a  la  relation 

J      /{z]ï\,{z)P.,[z)clz+...+J       /{z)l\„{z)P,{z)dz, 

où  Pn(^)  d(^'signe  un  poIyn(')nic  fjiiclcoiK|nc,  au  ])lus  de  degr(3  [j.,  on 
(;n  conclut  que  la  somme  du  nondtre  des  racines  de  K)  (z)  comprises 
entre  .r,)  et./),  etc.,  du  noml^re  des  racines  de  Jl,;(:?)  comprises 
entre  J",^_,  et  ./'„,  est  au  moins  y.  —  /?  H-  2.  Ce  tiiéorème  ne  cesse 
d'être  \rai  que  si  tous  les  poljnômes  R(;)  sont  nuls. 
Dans  le  cas  de  //  =^  2,  par  exemple,  si  l'on  a 

J    /{o)R,(z)P,(c)./3+    f   '/[z]Rjz)P,lz]dz  =  o, 

la  somme  du  nombre  des  racines  de  Uj  (  c  )  com|)rises  entre  ./„ 
et  .r,  et  du  nombre  des  racines  de  Ko(c)  comprises  entre  .r,  et  j'o 
est  au  moins  égale  à  p. 

Si  la  somme  des  degr(''s  de  Ki(^)  et  de  li^i  ^)  ('lait  inlVirieure 
à  f/,  il  est  clair  (|ue  le  théorème  précédent  donnerait  un  résultat 
absurde;  on  en  conclut  alors  que 

Ri(3)  =  o, 
R,(z)  =0. 

Même  conclusion  dans  le  cas  général  si  la  somme  des  degrés  des 
polyn(jmes  R(^)  était  inférieure  à  [j.  —  //  -|-  2. 

TuÉoni^MK  ]J. —  Les  polynômes  P)(x),  V.,(x'), . .  . ,  P//(.^)  satis- 
J'ont  à  une  (uiiialion  di (férenlielle  d'ordre  n -\- i ,  dans  laquelle 

le  eoefliclent  d' une  dérivée  (nielcon(iue  —^  est  un  polynôme  en- 
lier  en  .r,  de  de<^-ré  [j.. 
On  a  en  ellet 


S/"^ 


Pl(2)>"w/:  +  l),V-2(^i'''=  =  <>i 


-  :>G  - 
on  en  conrhil 


V     f       K(3)P',(.3)ll„,„_,(.)r/3  =  0, 

vn  désignant  par  1*',  (z)  la  dérivée  de  Pi(:;)  el  par  Il,„„_.>{:-)  un  po- 
lynôme enlier  en  :;  quelconque,  de  degré  inférieur  ou  égal  à  mn  —  •.>. 
On  a  en  ellel,  après  une  intégration  par  parties, 

Or 

J  'p,(2]4K(.)n„,„_,{c)] 

Mais  le  polynôme  entre  crochets 

esl  au  plus  de  degré  (ni  -+-  i)n  —  2;  donc  la  somme 

sera  nulle,  en  vertu  de  la  relation  fondamentale. 
D'ailleurs,  la  fonction 

K{z)P,[z]U,„„_,{z) 
s'annule  avec  K(r)  pour  les  valeurs 


il  reste  donc 


y^J   'K{z]V\{z]n„,,,,[z)ch=.o. 


(  )ii  aura  de  iiiriiic 


V  f  'k(c)a(3)p';(z:iI(,„_,)„_,(.3)./.  =  o, 


cl  en  i^ciiéral 


Ce  sonL  CCS  relations  qui  vont  nous  donner  Ja  déinonslialion  du 
llicorème  énoncé. 

Pour  simplilier  les  calculs,  je  donnerai  cette  démonstration  dans 
le  cas  de  //  =  2;  on  verra  aisément  que  la  démonstration  est  géné- 
rale. 

Je  remarque  d'abord  que  de  la  relation 

je  ])uis  déduire,  puisque  K(c)  s'annule  pour  ;  =  j\),  ./i,  ,  .  . ,  J'„, 

Les  n  désignent  toujours  des  polynômes  quelconques  de  degré 
égal  ou  intérieur  à  l'indice. 

Dans  le  cas  de  n  =  2,  considérons  les  trois  équations 

J   'K[z)V\{z]n,,„_,{z)dz-^f  'K[z]P'.^[z)n,„_,iz)ch  =  o, 
d[K[z]X[z)P'[{z]]n„„_,{z)ciz 
^f     r/[K[z]^{z)K{-^]ïh„,  .,[z]dz=  o. 


i: 


—  2S  — 
Dans  la  prciiiicre  de  ces  éqiiallons,  posons 

ce  (|ui  est  possible,  puisque  A(_;)  est  du  Iroisièuie  degré  (C  désigne 
une  constanlc  arbitraire)-,  dans  la  seconde,  posons 

et  ajoutons  les  trois  équations  :  il  vient 

Sf^\iz)\s[z]P':[z]  +  [G[.z]^V[z\]^[{z) 

-i-  {Az^B)P\[z]  -^CP,[z)\n,,,_,^z]  =  o. 

La  fonction  entre  accolades  est  un  polynôme  de  degré  tii  au  plus  ; 
il  en  est  de  même  de  la  fonction  analogue  en  Po(:;),  qui  ne  diffère 
de  celle  qui  est  écrite  que  par  la  substitution  de  P2(^)  à  Pi  (-)• 

Soient 

ï\{z)  =  Aoz'"  -ï-  Al  s""-' -FA.,-'"---!-  .  .  ., 
P.,  (  3  )  =  Bo .:.'"  +  Bi  r.'" -'  +  B,  ;'"--  -+-..., 
A{z)     =  (j:  — .r(,)(.r  —  j^i  ]  (.r  —  .r.  , 

et 

G{z]  =  Dx--+-E.r-hb\ 

Le  coedicient  du  terme  en  z-'"  dans  la  première  lonetion  sera 

A„[/«  (///  —  i)(/«  —  o]  -f-  (D  4-  3)w/(/y*  —  i)  ^- Am  -f-C]. 

Dans  la  seconde,  ce  sera  Hoi  multiplié  par  le  même  facteur. 
De  même,  le  coefficient  du  terme  en  z"'~'  sera,  tians  la  première 
fonction,  de  la  forme 

A„(rtA  -f-  hH  -h  <:C  -^  fi)  +  A,(rt'A  4-/5;'B  -hc'C  -h</'], 

<t,  h,  c,  (l,  a  ,  />',  c',d'  étant  des  constantes  faciles  à  fornuM-  et  dont 
quelques-unes  peuvent  être  nulles. 

Dans  la  seconde  fonction,  ce  coefficient  aura  la  même  (orme;  il 
suffira  de  i(;inplacei-  A,,  par  lî,,  et  A,  par  1),. 

Ov   iion^  |)ou\iins  disposer  des  coeflicienls  A,  H,  C  de  manière  à 


-  -2U  - 

Siilisliiirc   luix  Iroi^  (''(|ii;it  ions 

///  f  ///  —  1  )  (  "'  —  ^)  H-  (  D  +  3  )  w  (  ///  —  I     -f-  A  ///  -!-  C  -"  o, 
a  A  +  /;  B  -t-  c  C  +  r/  =  o, 
n'  k  -+-  //B  +  r'C  +  d'=:0. 

Dans  ce  cas,  la  fonction 

A(.)F';'(3^  +  [G(3)  +  A'(o)]P';(.)+(A3  +  B)P;(.)+CP,(.) 

sera  au  plus  de  degré  m  —  2. 

Il  en  sera  de  même  de  la  lonclion  analogue  eu  Vc,(z). 

Désignons  ])our  un  instant  ces  {'onctions  par  Ri  (  ;)  et  Rof-^  )  \  <>" 
a  trouvé 

j     K[z)R,{z)n,,„_,{z]dz+f     K{z]R,{z]lU,,_,[z)dz  =  o. 

Or,  d'après  une  remarque  laite  plus  haut,  la  somme  du  nombre 
des  racines  de  R,  (z)  comprises  entre  .Tq  et  .r,  et  du  nombre  des 
racines  de  Ro(:;)  comprises  entre  Xt  et  a^  est  au  moins  égale 
à  1//}  — 3.  Mais,  ces  deux  polynômes  étant  au  plus  de  degré />/  —  2, 
cette  proposition  est  absurde;  il  faut  donc  conclure  que  l'on  a 

B,(;)=zo,     112(3)  =  0 
ou 

l[z)y"[z)  +  [G[z)  +  A'(3}]j-,  3)  +  (A.  +  B)y(c)  +  Cj-{z)  ^  o, 

T  désignant  l'un  des  polynômes  P,  (;),  Po(^).  Cette  relation  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 

Dans  le  cas  général,  on  donnerait  du  théorème  II  une  démon- 
stration tout  à  fait  analogue  et  on  arriverait  à  une  équation  de  la 
forme  indiquée. 

Détermination  <i?e  A,  B,  C.  —  Les  équations  <pii  déterminent 
ces  constantes  sont,  en  posant 

A  ==  'j.x'-  -{-  3x-+  y./;  -f-  0, 
G=D.r-+E.r  -+-r, 
y.ui[nt  —  I  ]  (  /«  —  2  )  -+-  (  D  H-  3  a  )  m  [m  —  1 1  H-  A  n;  -\-  C  =  o, 
y.  [m  —  i]  [ni  —  2  1  ( m  —  3 ) 

-i-  (  l)  4-  3  a  )  (  /«  —  I  )  (  '"  —  2  !  -h  A  (  w  —  I  '  -1-  C  =  o, 
''j  m'  III  —  \){  III  —  2  )  +  '  E  -t-  2  3  I  ///  (  ///  —  1 1  +  B  ni  r=  o . 
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On  suppose  m  ^  9.. 

F^c  déterminant  des  inconnues,  étant 


III 

o 

I 

m  —  1 

() 

I 

o 

m 

G 

^=  ///, 


n'est  nul  que  si  //?  =  o,  c'est-à-dire  si  les  polynômes  P|  (x)  et  Pot  ^-  ) 
sont  des  constantes  ;  mais  alors  les  équations  précédentes  ne  s'ap- 
pliquent pas.  On  aurait  dans  ce  cas  C=  o,  (piels  que  soient  A 
et  B,  ce  qui  est  évident  a  jtriori. 


Formules  et  considérations  diverses  se  rapportant  à  la  théorie 
des  ramifications;  par  M.  nn  I^oliokac. 

[Suite  Cj]. 
(Si'-uucc  (lu  j  juillcl  1880.) 


III. 


Représentation  d'une  ramification  au  moyen  d'un  Tableau  numérique. 

1.   Les  éléments  essentiels  d'une  ramification  sont  les  suivants  . 

1"  Le  noml)re  de  ses  nœuds  et  l'ordre  de  chacun  d'eux  (-); 

2^  Leur  ordre  de  succession  sur  les  branches  (indéfinies)  qui 
les  joignent,  ce  qu'on  peut  appeler  la  loi  de  connexité  de  ces 
mêmes  nœuds. 

Soient  1 ,  2,  3,  4>  -*7  •  •  •  'es  nœuds  numérotés  au  hasard.  On 
pourra  indicpicr  h^ir  loi  de  connexité  jiar  des  colonnes  formées 
de  chillres  juxtaposés,  par  exemple 

12     2   1     S  -  .... 
I    ;^     2  5 
•<  (i 


(')   Voir  lo  t.  VIII  (le  <■(■  lliillvtiii.  p.  ino. 
(')   I/rinirc  d'uii  iKi-uil   c-l,   |iiir  (li'liuil  imi 
iii^Nml   (  (lli.  I }. 


ir.iMilic-;  i|ni   s  \    rru- 


-  :{|  — 

En  réunissant   dos  j^roiipcs  appartenant  à  des  colonnes  diffé- 
rentes,  on  formera  des   hranehes  indéfinies    ou   des  portions   de 

branches.  Ainsi,  avec  i,  2  et  2,  4,  o"  fi''"i  i  2  4  et  de  uiénie  1  3  7, 

Par  ce  moyen,  on  pourra,  et  j^énéralement  de  plusieurs  manières, 
remplacer  Tensendjle  des  ^a-ou|)es  de  deux  chiffres  par  un  Tahleau 
unicpic,  forn)é  iWin  certain  nombre  de  lignes  horizontales.  iJans 
le  cas  actuel,  uu  de  ces  Tableaux  sera 


I 

^ 

» 

7 

3 

I 

5 

I 

2 
2 

G 

I 

3 

7 

5 

2 

4 

et  uu  autre 


Remarquons  que  le  critérium  de  l'équivalence  des  deux  Tableaux 
est  que  chaque  chiflre  se  trouve,  dans  l'un  et  dans  l'autre, 
associé  aux  mêmes  chiffres.  Au  moyen  de  l'un  ou  de  l'autre,  on 
peut  évidemment  tracer  les  branches  de  jonction  de  l'arbre,  c'est- 
à-dire  celles  qui  joignent  les  nœuds  entre  eux.  Quant  aux  bran- 
ches libres,  on  les  indi{[uera  sur  chaque  Tableau  par  des  indices 
dont  on  afTectera  chaque  lettre  et  dont  il  sera  question  plus  loin. 
Pour  le  moment,  nous  allons  nous  occuper  de  la  réduction  d'un 
Tableau  au  nombre  minimum  de  lignes  horizontales.  ÎVous  l'ap- 
pellerons alors  irréductible,  et  nous  verrons  qu'il  v  en  a  plusieurs, 
mais  équivalents,  dans  le  sens  donné  ci-dessus  à  ce  mot. 

Appelons   lettres  libres   celles   qui  commencent  ou  terminent 
une  ligne;  nous  aurons  la  règle  suivante  : 

Si  une  lettre  a  est  libre  dans  deux  lignes,  le  Table((u  sera 
réductible  ;  irréductible  duns  le  cas  contraire. 

La  première  partie  de  cette  règle  est  évidente;  ainsi  le  premier 
Tableau  précédent  peut  s'écrire 

7312  /, 
.-)  ■<  (i 

Pour    dénKuilrer    la   seconde,    il  suffit    d'obser\er  ((iu\   lorscpie 


-  :i±  - 

<l(Mi\  lignes  se  combinenl,  ;m(|iicl  cas  le  passage  de  Tune  à  l'autre 
scHectue  sur  un  ehilTrc  commun  aux  deux,  si  ce  chiffre  commun 
n'est  pas  un  chiflVc  libre  da/is  les  deux  lii^ues,  les  chiffres  né- 
f^ligés  à  droite  et  à  gauche,  dans  chaque  ligne,  devront  ère  écrits 
de  nouveau,  pour  conserver  la  loi  de  connexité.  Ces  deux  tronçons 
se  combinent  d'ailleurs  aussi  en  une  seule  ligne  horizontale.  On 
retrouvera  donc  deux  lignes,  et  il  n'y  aura  ni  perte  ni  gain. 
Exemple  :  le  Tableau  précédent  peut  être  modifié  sur  le  chiffre  a, 
et  s'écrira  d'abord,  en  décomposant, 

52187 
6  2 


puis,  en  recomposant. 


A  2 

5  9, 
()  '?. 


I   3  7 
4 


nouveau  Tableau  irréductible  et  équivalent  au  précédent. 

(Jlomme  complément  de  ce  qui  précède,  je  mentionnerai  une 
règle  pour  former  a  priori  avec  un  nombre  de  chiffres  donnés 
des  Tableaux  irréductibles  ou  non,  mais  susceptibles  de  repré- 
senter une  ramification  (moins  les  branches  libres)  : 

Jùrirr  les  cJiiffres  donnés  sur  des  lignes  horizontales,  avec 
1(1  condition  que  clidque  ligne  contienne  un  chiffre  déjà  écrit 
et  n'en  contienne  qu'un. 

(>ette  coudilion  a  pour  but  d'éviter  les  contours  fermés,  et  il 
i;uil  observer  (prelh^  n'est  obligatoire  que  pour  le  ])roeédé  de 
formation  du  Tableau.  En  intervertissant  ensuite  les  lignes,  elle 
pourra  sjî  trouver  en  défaut,  sans  nuire  à  la  représentation  de  la 
ram i (iea t k  »n  (  <  >  1 1  s  1  d érée . 


2.  .l'aborde  maintenant  la  notation  d'un  Tableau  au  moyen 
d'indices.  Prenons,  j)Our  fixer  les  idées,  le  Tableau  irréductible 
annoté  ainsi  (ni  il  miiI  : 

I3   -'-0   ''i   '^i  'x 
\,   W,   :>., 

*••.      •"»!      \)l      "*^ 


-  :v.i  - 

il  indiqiierri  à  l;i  Ini^  Voirlrr  de  clinqiic  nœud  cL  s;i  cninir.rilr  ; 
idnsi  : 

\jC  nœud  i  est  conlii;ii  à  i  et  possède  trois  branches  hhres.  Le 
nœud  2  est  relié  par  Uois  branches  de  jonclion  aux  nœuds  i , 
5  et  3,  et  ne  possède  aucune  branche  libre,  etc. 

Sous  cette  forme,  chaque  ligne  du  Tableau  ne  représente  encore 
((u'un  parcours  partiel  commençant  et  aboutissant  à  un  nœud.  Pour 
c[ue  chacune  d'elles  indique  clairement  un  tracé  partiel  complet, 
c'est-à-dire  un  trait  partant  d'une  extrémité  libre  et  ahoutia- 
sant  à  une  autre  extrémité  libre,  ou  à  une  lif^ne  déjà  traeée, 
nous  conviendrons  d'ajouter  le  signe  oo  au  commencement  et  à  l;i 
(in  de  chaque  ligne  du  Tableau  pour  v  représenter  une  branche 
libre,  et  de  retrancher  une  unité  aux  indices  de  la  lettre  initiale 
et  de  la  lettre  finale  de  chaque  ligne.  A  la  vérité,  nous  pourrons 
parfois  être  conduits  à  l'indice  négatif  —  i  ;  mais  la  considération 
en  sera  utile  pour  la  généralité  des  formules.  Le  Tableau  pré- 
cédent devient  ainsi 

ce    lo    '?.     5|     S.,    7i    ce 

GC       4,       3i       ^^1   ce 

ce      6;(      .5,      92       lOo     X 

et  l'on  voit  immédiatement  que  l'indice  négatif  dont  est  aflTecté  le 
chiffre  i  indique  que  ce  nœud  n'a  pas  de  branche  libre,  et  que 
le  trait  représenté  par  la  deuxième  ligne  du  Tableau  aboutit  eu 
réalité  à  celui  que  représente  la  première. 

En  résumé,  en  appelant  t  le  nombre  de  branches  libres  d'un 
nœud,  a  son  indice,  la  règle  de  notation  d'un  Tableau  irréduc- 
tible sera 

a  =  £  —  1     pour  toute  lettre  libre, 

a  =  î  pour  toute  autre. 

Un  Tableau  réductible  se  notera  de  même.  Si  une  lettre  se 
trouve  k  fois  lettre  initiale  ou  finale,  on  retranchera  /,  unités  à  son 
indice;  on  aura  donc 

a  =z  £ —  /i    pour  une  lettre  lihic  (/.l'ois), 
a  =  £  pour  tonte  iinlre. 


'.\\  - 


IV. 


Enumération,  au  moyen  d'un  Tableau,  du  nombre  de  traits  qui  composent 
une  ramification. 


I.  Tout  Tableau,  irréductible  ou  non,  représente  un  Iracé  par- 
ticulier d'un  certain  nombre  N  de  traits.  Chaque  ligne  du  Tableau 
donne  explicitement  un  trait  proprement  dit;  on  en  obtiendra 
ainsi  un  nombre  R  égal  au  nombre  des  lignes  du  Tableau.  Quant 
aux  autres,  ils  ne  sont  pas  donnés  explicitement;  ce  sont  les 
chemins  qui  restent  à  parcourir  autour  de  chaque  nœud.  Soit  /•  le 
nombre  de  ces  chemins  j)our  un  nœud  quelconque;  on  aura 

/•  dépend  de  Tindice  par  une  relation  qui  sera  donnée  tout  à 
l'heure. 

Le  nombre  N  a  déjà  été  appelé  nombre  fondam,ental  de  la 
ramification.  Dans  ce  qui  suit,  nous  n'admettons  nullement  son 
invariabilité,  nous  proposant,  au  contraire,  de  la  faire  ressortir  de 
la  considération  du  Tableau. 

Tout  d'abord,  il  convient  de  montrer  qu'on  peut  ramener  l'in- 
vestigation au  cas  d'un  Tableau  irréductible. 

Soit  le  Tableau  réductible  suivant,  dans  lequel  une  lettre  L  est 
supposée  lettre  libre  un  nombre  quelconque  de  fois  : 

<x  ...  L.  .  .  a: 

-X  \ L-x 

'xH fx 

Vax  r(''(luisanl  les  d<Mix  lignes  A  et  B  en  une  seule, 

ccA...  K...  Hx  , 

nous  perdons  tin  Irait  ])roj)rcment  dit.  Mais,  d'un  autre  coté,  nous 
en  gagnons  un  sur  les  branches  libres  qui  restent  autour  du  inrud  1^ . 
car  les  deux  ce  cpii  ont  disj)aru,  et  qui  représentaient  explicitrmcnl 
deux  branches  libres,  se  combineront  en  un  seul  chemin.  (|ui  se  re- 


—  Xi  - 

Iroiivera  (l;ins  rnulicc,  l((|iicl  dcvionl.  d'iipi-rs  In  rri;l(',  î  -/.■+2. 
Jl  iTv  a  (loue  m  pcrlr  m  ^aiii  sur  l'ciisciiihlc  des  Irails  (]iii  l'rsiil- 
laicnt  du  preiiiici'  J  ahicaii. 

Comme  ce  raisoiuiemciil  pcul  se  ié[)élei'  iiidélinimejil,  <jii  en 
eoneltiL  que  le  nomhie  lolal  de  chemins  (|u'on  trouve  dans  un 
Taljleau  (picleon(jUr  est  le  même  <[uc  dans  le  Tableau  irréduclible 
écjulvalenl. 

Considéi'ons  donc  un  Tableau  irréductible,  et  occupons-nous, 
pour  chaque  nœud,  de  l'évaluation  de  /•  au  mo\en  de  l'indice  (pii 
lui  correspond. 

Appelons  c  la  coiiiiexifé  d'un  nœud  quelconcjue  (nombre  de  ses 
branches  de  jonction).  On  remarquera  que 

,    (  a  -r  ç  -  I   I  (   c  =  :?/>-  1 . 

a  <  >   correspond  • 

I  a  =  s  )  i   c  =  2p. 

Cela  résulte  de  ce  que,  dans  un  Tableau  irréductible,  une  lettre 
ne  peut  être  lettre  libre  que  dans  une  seule  ligne  (n°  1);  on  a 
alors  c  z=L  ip  —  I  ,  car,  si  cette  lettre  est  répétée,  elle  se  trouve 
partout  ailleurs  entre  deux  lettres. 

Maintenant,   si  c  =  2y>,  les  lignes  du  Tableau  absorberont  les 

c  +  I  \ 
I  chemins  iburnis  j)ar  les  branches  de  jonction  du  nœud 

considéré.  Il  i^estera  s  branches  libres  donnant  (  "- 1  traits.  Mais 


2 

ici  £  =  a;  donc  le  nombre  de  traits  afférent  à  l'indice  est 


a+  I 


Si  c=  2/>  —  I,  lesy>  —  i  premières  lignes  du  Tableau  qui  pas- 
sent par  le  nœud  considéré  absorberont  /)  —  '  =  ( ~  )  — ■  '  che- 
mins. 11  restera  une  branche  de  jonction  non  parcourue.  Elle  eoi'- 
respond,  dans  le  Tableau,  à  une  lettre  libre.  La  ligne  qui  contient 
cette  lettre  absorbera  à  la  fois  cette  branche  de  jonction  isolée  et 
une  branche  libre  (représentée  dans  le  Tableau  par  le  signe  oo  ). 

A  ce  moment,  on  aura   parcouru  ( j  chemins,    et   il  restera 

z  —  I  branches  libi'cs  non  encore  })areourues.  Ces  dernières  four- 


:n\  - 


nissenl  (  -  1  traits.   Mais  ici  z  —  i  =  a;  on  a  donc  toujoni-s 

a  pouvant,  dans  certains  cas,  être  égal  à  —  i.  L'avantage  de  cette 
convention  est,  comme  on  voit,  de  conduire  à  une  formule  géné- 
rale pour  /•. 

De  ce  qui  précède  résulte  l'équation  générale 


N  =  R 


-S(^^)' 


On  peut  la  mettre  sous  une  autre  forme. 

En  effet,  m  désignant  l'ordre  d'un  nœud  quelconque,  on  sait  que 

( J  est  le  nombre  de  chemins  autour  de  ce  nœud,  considéré 

comme  isolé.  On  aura  donc 


par  suite 


N  = 


--S[ 


Or,  dans  un  Tableau  ii-réductiblc,  R  est  une  quantité  constante 
minima  (n°  1).  La  somme  S  est  constante  aussi,  ne  dépendant 
que  des  éléments  fixes  de  la  ramification.  Donc  N  est  une  con- 
stante pour  un  Tableau  irréductible,  par  suite  pour  tout  Tableau, 
c'est-à-dire  pour  un  tracé  quelconque. 

L'équation  précédente  est  susceptible  d'une  autre  interprétation. 
Si,  dans  la  ramification  donnée,  on  supprime  toutes  les  branches 
libres,  on  obtiendra  une  nouvelle  ramification,  dans  laquelle  le 
nouveau  nombre  N  sera  égal  au  nombre  R  de  la  première  ramifi- 
cation. Ecrivons 

N'   r:U, 

et  supposons  qu'on  soit  parti  de  la  ramification  N'.  Si  l'on  admet 
que  N'  est  une  constante,  il  en  résultera  la  même  propriété  j)0ur  R, 
par  suite  pour  N,  nombre  relatif  à  la  ramification  qu'on  obtient  en 
ajoutant   un   Turu<l   à   chaque   extrémité    libre   de    la    ramification 
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initiale  et  un  nombre  (Quelconque  de  branches  libres  à  chaque 
noiud.  On  peut  donc  également  démontrer  l'invariabilité  du 
nombre  fondamental  par  induction,  car  la  proposition,  étant  évi- 
dente pour  un  simple  trait,  c'est-à-dire  pour  ime  ramification  com- 
posée d'une  seule  branche  sans  nœuds,  se  trouvera  démontrée  pour 
une  deuxième  ramification  ayant  deux  nœuds  et  une  infinité  de 
branches  libres,  puis  pour  une  troisième  ayant  déjà  une  infinité 
<le  nœuds,  et  ainsi  de  suite. 

V. 

1.  La  magnitude  d'une  ramification  est,  d'ajH-ès  M.  Sylvester,  le 
nombre  de  ses  branches.  Ici  il  ne  s'agit,  bien  entendu,  que  de 
branches  de  jonction  entre  deux  nœuds  consécutifs  ou  de  branches 
libres. 

D'après  cette  définition,  la  magnitude  d'une  ramification  qui  ne 
possède  qu'un  nœud  n'est  autre  chose  que  ce  qui  a  été  appelé 
ordre  du  nœud. 

Isolons  par  des  coupures  tous  les  nœuds  d'une  ramification, 
comme  il  a  été  fait  au  §  1  {^Remarque  fondamentale^  En  rejoi- 
gnant d'abord  deux  nœuds,  on  obtiendra  une  ramification  par- 
tielle. Soient  M|^2  sa  magnitude  et  /;i,,  in^  les  ordres  des  deux 
nœuds  ;  on  aura 

M,, 2=  WiH-  ^2 —  I  j 

d'où  une  induction  facile  donnera,  pour  la  magnitude  M  d'une  ra- 
mification dont  V  est  le  nombre  des  nœuds, 

M  ^=.  //< ,  +  nu^ -t-  .  .  .  —  (:>  —  \) 
ou 

Mr=  Xm  —  (•/-!). 

D'ailleurs,  nous  avons  trouvé  (§  I) 


donc 


—  ;]8  - 
Séparant  les  ordres  pairs  cl  impairs  comme  au  i^  II  (n"  ;2),  nous 
•aurons 

V  /„  =:  2  (  ;J.i  +  [J-,  +  .  .  .  H-  \i-i,  )  +  2  (  À,  +  À.  -h  .  .  .  -f-  À/)  +  '" 

OU 

i:  /??  =  2  2  ;x  4-  2  Z  À  H-  / 

et 


1 


m  4-  I   . 


par  suite 

M  —  N  n=  i: [j.  4-  SX, 

et,  comme  nous  avons  trouvé  (i^  II,  n''  2) 

N  =  :£  ;x  +  S  X  —  />  H-  I , 

formule  dans  laquelle/»  désigne  le  nombre  des  nœuds  d'ortb^epair, 

il  vient 

M  =  2Nh-/>  — I 

pour  la  relation  qui  existe  entre  la  magnitude  cl  le  nombre  fonda- 
mental. 

CoroUairc.  —  Si/>  =  i ,  la  magnitude  est  paire  ;  elle  est  impaire 
siy^=:o.  Autrement  dit,  une  ramification  qui  n'a  pas  de  nœud 
d'ordre  pair  a  \\\\  nombre  impair  de  branches.  Ce  dernier  résultat 
est  facile  à  vérifier  directement, 

2.  Autres  expressions  pour  M  et  pourJS.  —  En  reliant  un 
nombre  quelconque  de  nœuds  isolés  pour  former  une  ramification, 
on  perd  deux  extrémités  libres  pour  chaque  nœud,  hormis  le  pre- 
mier et  le  dernier,  qui  n'en  font  perdre  qu'une  chacun.  Donc, 
e  désignant,  comme  au  ^  II,  le  nombre  des  extrémités  libres, 
on  a 

e  =  /«,-+-  /n-i  4-  .  .  .  +  /«v  —  2  (  V  —  I  ). 

La  comparaison  de  cette  expression  avec  la  valeur  de  M  du  nu- 
méro précédent  donne 

M  —  e  4-  V  -  r , 
d'où  il  lésulle  aussi 

2>i  =;  e  -f-  V  —  /v. 
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cl,  connue  V  =y>  -[-  /, 

i  désignant  le  nombre  des  nœuds  d'ordre  ini[);iir. 

3.  Centres  et  axes  de  disldiiee.  —  Les  centres  et  les  axes 
que  possèdent  les  raniificntions  ont  été  signalés  pour  la  prenuère 
lois  par  jM.  Jordan.  Voici  comment  leur  existence  se  rattache  aux 
considérations  précédentes. 

Parmi  les  chemins,  tels  que  nous  les  avons  définis,  qu'on  peut 
suivre  dans  une  ramification,  il  v  en  a  un  ou  plusieurs  qui  con- 
tiennent un  nombre  maximum  de  nœuds.  Appelons-les  traits 
principaux,  et,  adoptant  un  sens  de  parcours  surl'un  d'eux, numé- 
rotons les  nœuds  i,l>,  3,  .  .  .,/?,  comme  ils  se  présentent.  Quel  que 
soit  l'ordre  du  nœud  i,  toutes  ses  branches  moins  une  seront  des 
branches  libres,  car,  si  l'une  d'elles  contenait  un  nœ'ud  autre  que  i, 
en  parcourant  le  trait  principal  en  sens  inverse,  on  en  trouverait 
un  nouveau  contenant  n-{-  i  nœuds,  ce  qui  est  contre  l'hjpothèse. 
Pour  la  même  raison,  les  branches  issues  du  nœud  i  ne  pourront 
avoir  chacune  qu'un  autre  nœud,  et  ainsi  de  suite.  En  renversant 
le  sens  du  parcours,  on  tirera  la  même  conclusion  à  l'égard  des 
nœuds  primitivement  notés  ?i  et  n  —  i,  etc.  Appelons  puissance 
d'une  branche  indéfinie  estimée  à  partir  d'un  nœud  le  nombre  total 
de  ses  nœuds,  y  compris  celui  d'où  elle  part.  Nous  avons  prouvé 
que  sur  tout  trait  principal  deux  nœuds  à  égale  distance  des  extrê- 
mes (comme  rang)  ont  des  branches  extérieures  dont  les  puissances 
maxima  sont  égales,  et  égales  au  rang  le  plus  petit  des  deux  nœuds. 
Si  n  est  impair,  ip-\-\,  il  y  aura  un  nœud  au  milieu,  de  rang 
p -\- \ .  Si  n  est  pair,  2/>,  il  y  aura  deux  nœuds  au  milieu;  leurs 
rangs  seront  y>  et  /;  +  i ,  et  la  puissance  maxima  de  leurs  branches, 
la  même  pour  les  deux,  sera  p.  On  peut  donc  dire  que,  selon  les 
cas,  tout  trait  principal  contient  un  centre  ou  un  axe  (aussi  appelé 
hicentre  par  M.  Sylvester).  Maintenant  je  dis  que  ce  centre  ou  cet 
axe  est  le  même  pour  tous  les  traits  principaux.  En  effet,  suppo- 
sons que  la  ramification  conqiorle  un  centre  et  qu'il  y  en  ait  deux 
distincts  sur  deux  traits  principaux  diilérents;  on  aui'a  n  =  ip  +  i, 
et  le  rang  de  chacun  des  deux  centres  sera/;  +  i  sur  le  trait  prin- 
cipal auquel  il  appartient.  Or  il  v  a  nécessaitement  une  branche 


-    iO  - 

qui  joinl  ces  deux  centres;  mais  au  nioven  de  celle  branche  on  ob- 
liendrail  un  parcours  composé  d'au  moins  ip -\-  2  nœuds,  ce  qui 
esl  impossible.  Le  raisonnemenl  serait  le  même  dans  le  cas  d'un 
axe.  On  peut  énoncer  ainsi  cette  propriété  : 

Dans  toute  vamijication,  les  branches  indéfinies  qui  con- 
tiennent le  maximum  de  nœuds  ont  toutes  une  branche  centraJe 
iommune  ou  un  nœud  central  commun  selon  que  le  nombre 
maximum  de  nœuds  est  pair  ou  impair. 

Une  ramification  donnée  ])eul  être  complétée  de  manière  que 
chacune  de  ses  branches  obtienne  sa  puissance  maxima.  Elle  esl 
alors  partaitement  s_)  métrique. 

Le  centre  et  Taxe  dont  les  considérations  qui  précèdent  ont  dé- 
lini  le  mode  d'existence  sont  appelés  entre  et  axe  de  distance. 
11  V  a  un  autre  centre  et  un  autre  axe,  qu'on  appelle  centre  et  axe 
de  magnitude.  Pour  leur  définition,  voir  Educational  Times, 
question  o!208,  par  M.  Sylvester  ;  solution  par  M.  Cayley. 

4.  L'évaluation  de  la  magnitude  se  tait  facilement  au  moyen  du 
tableau  représentatif.  Le  nombre  des  branches  qu'on  rencontre 
dans  chaque  ligne  est  égal  au  nombre  des  intervalles  entre  les 
chiffres  de  cette  ligne  (y  compris  les  deux  oo  ),  plus  la  somme  des 
indices,  ces  derniers  n'étant  comptés  qu'une  fois  chacun.  D'après 
cela,  soity  le  nombre  des  chiffres  que  contient  une  ligne,  les  deux 
oo  exclus^  le  nombre  des  branches  de  celte  ligne  sera 

I  -\-/-+-  somme  des  indices, 

d'où  Ton  conclut,  pour  la  magnitude, 

Il  ne  faut  |)as  perdre  de  vue  (pie,  dans  celte  formule,  chaque  chiffre 
du  Tableau  esl  compté  autant  de  fois  qu'il  s'y  trouve  répété;  l'in- 
dice seulement  une  fois,  l^our  ce  (jui  est  de  î:/",  observons  (pi'un 
chiffre  n  sera  répété  dans  le  Tableau  chaque  fois  qu'un  des  chemins 
<pii  composent  la  somme  K  passera  par  le  nœud  //..  Mais  le  Tableau 
doit,  au  nioNcii  de  ses  chemins,  absorber  toutes  les  branches  de 
joiiclMin    aboutissant    à    //.     I)()iic    //    a|)pariiili'a    dans    le    Tableau 


-  il  — 


(  — I  lois,  r„  élaiil,  coiuiiu;  ci-dcssiis,  l;i  coiincxilé  (lu  nœud  //. 

On  a  donc  sinipleincnL 


^/-SC^ 


D'aulrx-  part,  r  rtanl  la  (;oi)noxité  d'un  n<L'ud,  Se  sera  deux  ibis 
le  nonihre  des  branches  de  jonction  ;  car,  dans  Sr,  chaque  branche 
de  jonction  est  répélée  dcuv  lois.  Sr  esl  donc  aussi  deux  fois  \c 
nombre  des  intervalles  entre  les  chifl'rcs  du  Tableau  dans  chaque 
li^^nc;  par  suite 

:2c  =  2(V"-H), 

(jctle  formule  donne  en  quelque  sorte  une  délinition  arithmétique 
du  nombre  R  au  moyen  de  nombres  entiers  donnés  Ci,  r^,  .  . .,  c\. 
Observons  d'ailleurs  qu'avec  ces  mêmes  nombres  pris  au  hasard 
on  ne  pourra  pas  en  général  former  une  arborescence  avant 
V  nœuds,  et  dont  les  nombres  donnés  représentent  les  connexités 
respectives.  H  y  a  en  effet  une  relation  entre  v  et  Se.  Un  Tableau 
irréductible  la  met  immédiatement  en  évidence,  car,  en  se  rap- 
pelant que  chaque  ligne,  sauf  la  première,  contient  une  lettre  ré- 
pétée et  une  seule,  toutes  les  autres  étant  des  lettres  nouvelles,  que 
(railleurs  chaque  lettre  représente  un  nœud,  on  en  conclura  im- 
médiatement 

v  =  vy_(K-i), 

et  la  comparaison  de  cette  équation  avec  la  dernière  donne 

2  V  =1 1  c  +  2 ,      ou      2i  c  =  2  (  V  —  1  ) . 

On  voit  qu(,'  par  la  considération  du  Tableau  le  champ  des  re- 
cherches s'élargit  de  lui-même;  mais  je  ne  crois  pas  devoir  entrer 
pour  le  moment  dans  de  plus  grands  développements  à  cet  égard. 
.le  me  l)ornerai  à  remanpier.  en  lermmaiil,  (pi  une  ramification 
roiirml  des  "^oliilions  t'u  nombres  entiers   positifs  du  sxsièmc  (!"('■- 


(|  liât  ions  iiidélerminées 


^i4-  I 
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.r^H-.  .  .  +  j",—  2(v  —  i), 
r.,  -H  I 


(^)  =  i-. 


dans  lesquelles  les  .r  sont  les  inconnues  et  les  seconds  membres 
des  quantités  données,  cai'  les  formules  précédentes  donneront 

H  =  F  -  V  +  I , 

et  le  problème  se  trouve  ramené  à  la  formation,  suivant  les  règles 
données,  d'un  Tableau  irréductible  de  R  lignes  horizontales  et  com- 
posé des  chiffres  i,  2,  3,  . . .,  v,  ce  qui  ne  présente  pas  de  difficulté. 
On  en  pourra  former  plusieurs.  Le  Tableau  une  fois  écrit  ou  la  ra- 
mification tracée,  les  oc  se  trouveront  déterminées  simultanément 
par  les  connexités  des  nœuds.  La  considération  du  Tableau  don- 
nera, pour  les  conditions  de  possibilité  du  problème. 


.<F<.,^(liIj. 


Siif  une  formule  de  M.  Hermite  ;  par  M.  Humbkiit. 

(Séance  du  19  novembre  i88u.) 

M.  llermite  a  démontré  que  la  fonction 

(.r  +  «)    -ïn;7,'-        ,.  . 

B  ( ./■  )  j\    ^     > 

satisfait  à  récpialion  de  Lamé  dans  le  cas  de  //  =  1  : 

(i)  f'\.r,a)  —  {o.k-'^n-x  —  r  —  />•'-+-  l<- ^\\-a)J\.^\a^. 

Il  a  donné  aussi   la  fonniile 

ne     _i_     _u  / ^    —  \^—    B' i/'H 
{•?.)  W  \  /{.r,a)/{.r.  b)dx  ^      '''' ^   "'"^     '  e    Le.,)^  e,/„J'- 

Cette  foinuilc  suffit  |)(iur  (l(''iii()iilrc'r  un  rci'liiiii   uninJMC  de  pfo- 


—     t.i    — 


[)riél(''.s   (les    loiu-lions  J\.i-,a);  codiiihj  ;i|t[)li(ali()ii,  on  s<;  [jiopox; 

ici  d'cii  lirof  l:i  l'clal  ion  (i). 

^             .                      I      I     .      1'                 •.•         I      '^{■r -\- a -\- !>)¥>{. x) 
Un  lîarLira  pour  cela  de  la  cleeonino.silion  (ie  rr- -77- 7— 

en  élémenls  simples. 

On  aura  une  (!\j)rcssion  de  la  l'ornie 

— —  —  7.  ^  'i  —  {x  -^  a)  -^  V  -rr-  {Jc  -Y-  h). 

\i{x  ^  a)ÏV{x -^  b)  '11^  'H^  ' 

3  cL  V  sont  de  sicnes  contraires.  En  effcl,  [j  est  le  résidu  relatif  an 
polc  U7  =  —  a  : 

'    ~  H'(o)H(^  — «)' 
^^  _      e(b)e(a) 
*'  ~  ir(o)H(«  —  0)' 

On  a  donc,  en  désignant  par  G  une  constante, 

e{x^-a^b)e(x)  H'  ^       H'  .^ 


(aisant 


Doi 


X  =  ik', 


0(  j'  +  r/  -f-  /y)B('.r) 
-H'(x  +  a)  _  e'OQ- 


rH'(.r 
Lll(.x- 


L'équation  (-2  )  s'écrit  alors,  A  étant  une  constante. 


l\jj\.r.a)J{.rJ)rU 


(ô) 


roirti     eiiiT     ,11/  ,  I  r  /  /  , 

r  iTT^r^  ■  !  'I(.r  +  .MII(./-  +  ^) 

0■^(.^•) 


0'(/>)        (")'(>/) 


(-)-^(.r) 


Or  (111  a 


U 


Ht       .       \      «'"'I 
(a;  -\-  a)   — tt— ;■' 


e{u-) 


f^(jr,a)=      ; ^^ 


4-a)e'(j7) 


(^) 


0'(a)   H(.r  +  r/) 


e    ©("/ 


e(rt)       e(j7) 
Si  l'on  calcule  la  fonction 

f'.v{^,a)f{^,b)  —  f^{x,b)f{x,a), 
on  trouve  le  second  membre  de  (3).  Donc 

(4)       kjf{x,a)J\x,b)dx^f'{x,a)f{x,b)-f'{x,b)f{x,a). 

On  en  tire 

■'^A-^',a)/{x,b)  =/"^{x,a)/{.i,b)  —f\{x,b)J\x,a). 

d'où 

f'ix.a)  —  kfix.a)        f"{x,b) 


(5) 


/(^,«; 


./U,^) 


A  est  une  l'onction  de  a  et  de  6  ;  soit  A'  sa  valeur  pour  h  =  o. 
On  a,  en  faisant  x  =^  b  dans  l'équation  précédente, 


f"{x,  a)  —  A'/{x,  a)  _  dx^ 


=:  2k^ûn'^x  —  1  —  k^. 


f{x,a)  sn 

Donc 

/"{x,a)  =/{x,a){2kUn^x  —  i—  k^-i-  A'). 

Pom-  cnlculer  A',  faisons  x=  o.  On  trouve  aisément 

Ii"(«)       e"(o)       ■>.(-)'{  f/)  \l'{a)        H'-(a) 
—  I—  »   H-  /    _-p-_  —  _— ^  _    ^^^^     |l(r?)  ~*~  HÏÏTn 

ou.  (M  Iciiaiil  conij)le  de  ce  ([ue 


r^/*7-         H  (  ,/  ) 


U(n) 

(-»  ( ./  ) 


(2/1-  sn'a  —  I  —  k-). 


il   \iciit 

(-)(())  B-(rt)  H(r/) 

Or,  à  laide  do  la  rclalioii 


\-[a)  =1-— D,j 


on  dédiiil 


k'  —  -^  /.-^snV/. 
Donc  l'équalion  difTérentielle  prend  la  forme 

f"{x,  a)  =^ /( -Vy  « )  (  2  A"  sn-  .r  —  i  —  /.-  —  k'^  sn^ « ), 

(jue  lui  a  donnée  M.  Herniile. 

Inversement,  on  peut  déduire  de  l'équation  la  formule  qui  vient 
d'y  conduire,  en  employant  un  procédé  bien  connu.  On  a 

ff(.,a)fi.r.  fc)(.A=s„=.-  -  ,  -  /,■=+  /.^s„'„)rf. 

=  Çf"{x,a)f{x,b)dx 

—  ■^f\x,a)f{x,b)—f{x,a)f'{x,h)-\-  ( f'{x,b)f{x,n)dx. 
Or 

i  f{^i(^)f"{-^'yl>)dx 

par  suite, 

ff{x,a)/(x,b)(kHn'-a---k-^sn^-h)dx==f'(x,a)f(x,h)--f(x,a)f'(x,h), 
ce  qui  est  l)ien  la  formule  (2)  mise  sous  la  forme  (4)- 


—  46  — 

Jieniarqiir  sur  le  frottement  d'une  corde  sur  un  cylindre 
lorscjue  tous  deux  tournent  rn'cc  une  grrinde  vitesse;  par 
M.  H.  Lévite. 

(Séance  du  3  décembre  1880.) 

Lorsqu'une  corde  enroulée  sur  un  cvlindre  fixe  est  sur  le  point 
de  glisser,  la  relation  qui  lie  la  puissance  P  à  la  résistance  Q  est 

—  —  e/A 

A  étant  l'angle  des  deux  tangentes  extrêmes  à  l'arc  embrassé,  /  le 
coefficient  de  frottement  au  départ,  e  la  base  des  logarithmes  né- 
périens. 

Cette  formule,  qui  est  rigoureusement  exacte  quelle  que  soit  la 
forme  du  cvlindre,  suppose  seulement  que  la  corde  est  enroulée 
suivant  une  section  droite;  elle  s'établit  en  écrivant  l'équilibre  de 
toutes  les  forces  appliquées  à  un  élément  de  coi'de,  c'est-à-dire  des 
deux  tensions  aux  extrémités,  de  la  résistance  normale  du  cylindi'e 
et  du  frottement. 

La  condition  d'adhérence  à  laquelle  conduit  cette  formule 

n'est  évidemment  pas  applicable  en  toute  rigueur  au  cas  où  la  corde 
est  enroulée  sur  une  poulie  qu'elle  entraîne,  puisque  dans  ce  cas, 
la  corde  ayant  une  certaine  vitesse,  les  forces  d'inertie  auraient  dû 
intervenir  dans  les  équations  d'équilibre.  Cependant  on  l'admet 
d'une  façon  générale  dans  les  règles  d'établissement  des  transmis- 
sions par  courroies,  par  cordes  ou  par  câbles  métalliques. 

Cette  approximation,  qui  est  suffisante,  en  pratique,  lorsque  la 
transmission  ne  marche  pas  très  vite,  devient  inadmissible  dans  le 
cas,  très  fréquent  aujourd'hui,  des  transmissions  à  grande  vitesse. 
On  arrive  en  eflet  souvent  à  faire  parcourir  au  lien  25™  et  même  3-2"' 
par  seconde;  les  forces  d'inertie  sont  alors  loin  d'être  négligeables, 
et  le  rapj)ort  des  tensions  peut  être  iniericurà  e''^  sans  que  l'adhé- 
rence soit  assurée. 


La  remarque  qui  prt'cèdc  (explique  certains  mécomptes  qui  se 
produisent  lorsqu'on  installe  des  courroies  ou  des  câbles  à  grande 
vitesse;  elle  montre  que,  dans  ces  circonstances,  il  est  indispen- 
sable de  tenir  compte  de  la  force  centrifuge  pour  révaluation  de  la 
limile  su[)érieure  du  rapport  des  tensions.  C'est  là  le  but  (pie  nous 
nous  proposons  dans  cette  Note. 

Soit  un  élément  AB  d'une  corde  enroulée  sui\ant  la  section 
droite  d'un  cylindre  circulaire  qui  tourne  autour  de  son  axe  avec 
une  vitesse  angulaire  correspondant  pour  la  corde  à  une  vitesse  li- 
néaire V.  Le  glissement  est  sur  le  point  de  se  produire  de  B  vers  A; 
ï  est  la  tension  en  B,  T  +  dT  la  tension  en  A. 

La  force  centrifuge,  qui  est  ici  la  seule  force  d'inertie  à  con- 
sidérer, puisqu'il  y  a  équilibre  relatif  et  que  le  cylindre  est 
animé  d'une  rotation  uniforme,  donne  sur  l'élément  AB  une  résul- 
tante-V^f/a,/)  étant  le  poids  delà  corde  par  mètre  courant,  ^  l'ac- 

célération  de  la  pesanteur  et  eh.  l'angle  de  contingence. 

Les  deux,  équations  d'équilibre  entre  les  tensions  T  et  T  +  cfT, 
la  résistance  normale  N  du  cylindre,  le  frottement  fN  et  la  force 
centrifuge,  obtenues  en  projetant  toutes  ces  forces  sur  la  direction 
de  N  et  sur  celle  de  yN,  sont  alors,  en  négligeant  les  Infiniment 
petits  du  second  ordre, 


On  déduit  de  là,  en  éliminant  N  entre  ces  deux  équations  el  inlé- 
grant, 


T.-^V 


.^/A 


La  coiullllon  d'adliérence  est  donc 


T,_/iv. 


T.,  —  ^  V 


<' 


j\ 


(|iii  |)(Mit  S  (''prirr 


l-^ief^. 


I) 


1% 


Cette  relation  doit  remplacer  celle  que  l'on  admettait  jusqu'ici  : 

T, 


T, 


<e 


M 


La  condition  que  nous  venons  d'établir  prouve  que  le  rappori 
des  tensions  peut  être  plus  petit  que  C'^^  sans  que  l'adhérence  soil 
assurée  et  montre  qu'il  est  d'autant  plus  nécessaire  de  tenir  compte 
delà  vitesse,  dans  la  fixation  de  ce  rapport,  que  cette  vitesse  est  plus 
grande  et  que  les  tensions  sont  plus  petites. 

T 

Remarquons  enfin  que,  le  rapport  -^  devant  être  plus  grand  que 

l'unité,  il  y  a  pour  chaque  tension  une  limite  supérieure  de  vitess<* 
que  l'on  ne  pourra  dépasser  : 


v<y/ï 


Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  est  applicable  à  toutes  les 
transmissions  par  lien  flexible;  mais,  dans  le  cas  particulier  des 
câbles  télodynamiques,  la  condition  d'adhérence  est  susceptible 
d'une  interprétation  importante  à  indiquer. 

Soit,  en  efî'et,  un  câble  de  portée  2/.  Le  mouvement  uniforme 
étant  réalisé,  il  y  a  équilibre,  pourchaquebrin,  entre  la  tension,  le 

poids  ipl  et  la  force  centrifuge  2  -  / —  io  étant  le  rayon  de  cour- 

bure  moven  de  l'arc  d'un  très  petit  nombre  de  degrés  que  forme  le 
brin). 

On  déduit  de  là,  en  projetant  toutes  les  forces  sur  la  verticale, 

9.pl-\-  2  —  l  =:  2T,  roso. 


«'■tant  raiigle  de  T,  et  de  la  verticale 
Alais  on  a 

ros  0  tr:  -—  i       p 


en  désignanl  par  /,  la  llèclic  du  brin  consKJéré. 
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I.  •'■(|i(;il  ion  |)rt''ct''(l('iilr  dcvicnl  drs  lors 

,^  ./i 

un  il,  (le  in('ni('. 

cl,   pur  siiilc,  la  condition  (radliérence  peut  s  ccrirc 

./i 

Dans  le  cas  des  câbles,  c'est  donc  le  rapport  des  flèches,  et  non 
le  rapport  des  tensions,  comnne  on  l'admet  d'ordinaire,  qni  doit  être 
inférieur  à  e-""  pour  que  le  glissement  ne  puisse  se  produire. 


Sur  cerlauies  directions  de  tranversales  des  courbes  algé- 
briques, qui  correspondent  aux  directions  des  axes  des  co- 
niques; par  M.  C  Stephakos. 

(St'-anre  du  -j  janvier  1881.) 

1.  Considérons  une  courbe  algébrique  plane  du  /;/•'""'  degré, 
avant  pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

/(.r,_r~)  — :  o. 

Le  produit  des  segments  interceptés  sur  une  transversale  faisant 
avec  l'axe  des  x  un  angle  (o,  entre  un  point  M  de  la  transversale 
dont  les  coordonnées  sont  x  et  r  et  les  m  points  où  elle  rencontre 
la  courbe,  est  donné  par  l'expression 

fi-r^r) 


y  (cosw,  sin  w  ) 


F(.r,)')  étant  le  polvnôme  homogène  de  degré  /;/  en   .r,  )■  dans 
De  cette  formule  i-ésulte,  comme  on  sait,  le  théorème  de  tVe\^  ton 
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sur  la  proportionnalité  des  produits  deseo;mcntsqui  correspondent 
à  des  transversales  passant  par  deux  points  du  plan  et  ayant  les 
mêmes  directions,  d'où  l'on  tire  celle  autre  conséquence  que  les 
directions  des  transversales  passant  par  un  point  M  et  auxquelles 
correspond  un  produit  de  segments  minimum  ou  maximum  sont  les 
mêmes  quel  que  soil  le  point  M. 

Sleiner  s'est  occupé  de  ces  directions  remarquables  et  en  a 
donné  une  série  de  propriétés  bien  intéressantes,  relatives  surtout 
au  cas  d'une  conique  [J  ermisc/ite  Sâtze  unclAiifgaben  {Journal 
de  Crelle,  vol.  LV,  p.  356)].  Dans  la  présente  Note,  dont  nous 
possédons  les  résultats  depuis  longtemps,  nous  allons  ajouter 
quelques  propositions  sur  le  même  sujet. 

2.  Les  directions  de  transversales  auxquelles  correspond  un  pro- 
duit de  segments  minimum  ou  maximum  sont  données  par  l'équa- 
tion 

<W  .  (W 

o  ■=.  cos  w  -r — -. sin  oj  — =  o  ; 

0  siiuo  a  cos  w 

elles  sont  donc  au  nombre  de  ni  et  ne  dépendent  que  des  direc- 
tions des  asymptotes  de  la  courbe /=  «>,  données  par  l'équation 

F  ( cos  to,  siii  to  )  _-  o 

et  des  points  cycliques  à  l'infini  (voir  n"8  ).  Cependant,  dans  le  cas 
où  m  est  pair  (:=:  2//  -f-  2  )  et  où 

F(cosw,  siiuo)  =  c'(ros-to  -h  sin-to  j""^', 
l'expression 

dV  .  d¥ 

COSfO  -- — i SIU  (0 


()  si  II  co  ô  cos  w 

est  identiquement  nulle,  puisqu'alors  les  produits  de  segments 
correspondant  aux  diverses  transversales  passant  par  un  point  M 
sont  tous  égaux. 

Les  directions  dont  il  s'agit  coïncident,  dans  le  cas  d'une  conique, 
avec  les  directions  de  ses  axes,  et  elles  ont  pour  une  courbe  quel- 
conque, comme  pour  les  coniques,  la  propriété  d'être  perpendicu- 
laires au  diamètre  du  premier  degré  (droite  polaire) 

( Cosd)  /','.  -h  siiKo /■>'•) ^"'"'^  :=  o, 
<Hii   leur  concsnoïKl . 
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Pour  CCS  raisons  cl  pour  al)réj2;er,  nous  (N'si^ncrons  ces  directions, 
ilansles  énoncés  suivants,  sous  le  ikum  de  r/i/cc/io/is  (t.rialcs  dr  la 
vourbe  y=  o. 

II  n'y  a  que  les  courbes  de  degré  pair  o.n  -\-  •>.  pour  lesquelles 
F(cos(i),  siu  (i)  )  =  r(cos- (0 -h  sin- (1))"+' ,  c'esl-à-dire  ayani,  poui- 
poinls  (//  -J-  lyp''^'*  les  points  cycliques  à  l'infini,  qui  aient  un<'  infi- 
nité de  directions  axiales. 

3.  Etant  donnés  si/r  un  cercle  ini points  P, ,  Po, .  .  . ,  les  droites 
passant  par  un  point  arbitraire  V  de  ce  cercle  et  avant  pour 
directions  les  directions  axiales  du  système  des  droites  PP,, 
PPo,.  .  .  dcterniincnt  sur  le  cercle  un  <^roupe  de  ctm /)oints  O,, 
Qo,..  .,  rjui  ne  dé/)end  pas  de  la  position  du  poi/U  P  sur  le 
cercle. 

Maintenant,  si  l'on  considère  dans  le  plan  d'une  courbe  f=  o, 
d'ordre  ///,  une  série  de  cercles  ayant  le  même  centre  K,  et  que 
sur  cliacun  de  ces  cercles  on  détermine  le  groupe  des  i  m 
points  Qi,  Qoj  •••  déri^'é  du  groupe  des  im  points  P,,Po,... 
communs  à  ce  cercle  et  à  la  courbe  f=^  o  dUtprès  le  j)rocédé 
indifiué  par  la  proposition  précédente,  le  lieu  des  points  Q  seia 
la  courbe  (  Q  )  du  m'^""'  degré  passant  par  le  point  K  et  par 
les  pieds  des  normales  abaissées  du  point  K  sur  la  courbe  f  =  o. 

Toutes  les  courbes  (Q)  correspondant  ainsi  aux  divers  points 
R  du  plan  de  f=z  o  ont  des  asymptotes  dont  les  directions  coïn- 
cident ayec  les  directions  axiales  de  la  courbe  f  =i  o. 

4.  Dans  le  cas  d'une  conique,  il  existe  entre  les  deux  directions 
axiales  une  relation  métrique,  puisqu'elles  sont  perpendiculaires 
entre  elles.  Il  y  a  donc  lieu  d'examiner,  pour  le  cas  des  courbes 
d'ordre  supérieur,  s'il  existe  toujours  entre  les  directions  axiales  une 
relation. 

Cette  question  revient  à  la  fjuestion  analytique  suivante  : 

Quelle  condition  doit  remp>lir  une  fonction  c5(cos(o,  sinw)  en- 
tière, homogène  et  de  degré  m  en  cosd),  sin(.),  pour  rpi' elle  coïn- 
cide avec  la  dérivée  d'une  autre  fonction  V(  cas  o),  ?,\n(.,))  entière, 
homos^ène  et  de  dearé  m  en  cosd),  siiuo? 


—  o2  - 

La  question  ainsi  posée  n'offre  pas  de  difficulté;  cepcndanl. 
comme  la  réponse  en  est  bien  curieuse,  nous  allons  l'examiner  avec 
(]uelque  détail.  Le  résultat  qu'on  tirera  de  là  pour  notre  proi)Ième 
géométrique  sera  que  : 

Le  système  des  m  directions  axiales  d'une  courbe  f=^  o  rtest 
assujetti  à  remplir  une  relation  métrique  que  dans  le  cas  où  m, 
est  pair. 

5.    Soit  svml)oli([uetnent 

'^(cosco,  sinw)  =  (  (7,cos(o  -t-  r/osinto)'". 
En  posant 

Il  zzz  cost»  -h  /sino),      c  -=:  cosco  —  /sine» 


ou 


on  a 


U  -+-  V             .                  U  —  (' 
COS(>)  := ,       Smton: -. —  ■ 


„m[^'>("-+-    «')   —    '>/2("—    <')]' 


--  [(«,  —  ia^)u  +  («,  +  ia,)v'\"'. 


Par  conséquent 
2'"cp  =\  (  '''  \\i^.ii'u-"'^''=.\  {  "I  )A/,(cos(o—  /si 11 to )'"-•-''•■, 

étant  posé 

A/,=  («1—  ia,y'{a^+  io,)'"--''-. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  m  impair  (=  i  n  -\-  i)  on  a 


—  y  (  '"^  \/,      (coso)^    /siiK.))'"--^^- 
4-  \    /  '"  ]  \,„    /,(Cos(o    H  /siiKo)'"--*^'. 
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luiiclis  que  dans  le  tas  de  ///  pair  (=  -xii.  +  -i)  on  a 


/•=  Il 


2"'o  ■=:  \   (  "'  )  A/,(rosoj  —  /sinw )'"--/'■ 


().    Uc  celle  maiiièr(!,  dans  le  cas  où  //t  esl  impair,  on  aura 


'.i'"    I  ':.(hii -=:!  i   >    T  A/. (eosoj  —  isiiuo)'"-- 


U  m  —  2  A' 

/,  : 
i 


.V   ^  /^  ^ 

i    7 -,   \,,,_/.(cosoj  H-  /  siiioj  )'"- -'■ '+  coiisf. 

^  m  —  2  A 


Le  second  membre  de  cette  égalité,  si  l'on  y  rétablit  l'homogé- 
néité par  rapport  ùcos  w,  sinco  en  multipliant  les  divers  termes  par 
(les  puissances  convenables  de  sin-co  +  cos-to,  ne  pourra  représen- 
ter une  fonction  entière  de  cosoj,  sinoj  que  si  Ton  suppose  la  con- 
stante égale  à  zéro. 

Ainsi  : 

Tonlr  fonclioi) 

Ci  ir:  (rt,  COSOJ  +  c/osliu.j)'". 

OÙ  /»  1=  2  4-  I ,  est  la  déiivée  d' une  seule  jonc  lion  F  entière,  ho- 
mogène et  de  degré  ni  en  costo,  sinto,  donnée  par  la  formule 

2'"t  =;i  >  -~\a^—  uizY{(t^-\-  «<2)"'"^'(cosio  —  fsinw)'"    -'''  (siii-oj  -i-  cos-coj^ 


*z=0 


m 


■V  '" 


-\-l  7   T  (<7| — •/«.,)'"  ''''■(V^, +  /«.,)''■  (cosio  H-/8iinoV"    -'•  (sin-to  +  cos-co)'''. 

M^  ni  —  2  A'  ■  "  ^ 
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7.    Considér()ii>  iiiiimleiiaiil  lu  cas  (iii  m  usl  pan-.  On  a  alor> 


2'"   /   'jcko=:t    7   • 7  A /.(eus  10  —  /sinw)"'~^^ 

J    '  L^  ni  —  ?,  A- 


m  \ 


7     • ^ r  A...     /.(COStO  +  f  siii(o)"'     '^''' 


n  +  I 


C. 


On  voit  que  le  second  membre  de  cette  égalité  ne  peut  être  une 
fonction  algébrique  de  costo,  sinto  que  si  la  condition 

est  remplie,  et  que,  cela  étant  supposé,  toutes  les  fonctions  corres- 
pondant aux  diverses  valeurs  de  C  qu'on  obtient  en  rétablissant 
dans  le  second  membre  l'homogénéité  par  rapport  aux  cosw,  sinto 
seront  entières. 

11  résulte  de  là  que  : 

Pour  qu'une  fonction 

O  =:  («1  cosw  H-  a.,  siiuo)"'r=  \  1        |rtA.cos''to  siii"'"^'to, 

où  m  =  2/iH-  2,  soit  la  dérh'ée  cV une  fonction  F  cnticrc,  honw- 
gçne  et  de  degré  ni  en  costo,  sinto,  il  fout  (juc  l'on  ail 


c cst-à-dirc 


l'I  qu'alors  la  f(aa:li<)U  -j.  a  la  na'nic pr^quirtc  par  rappiut  à  une 


—  ;).>  — 


injifiitr  de  fonctions  V  comprises  (((ins  V expression  I 

V  (T) 

'=  i  >   — ^^ — ■—;  (a,—  ia,  Y'i  a,  -+  ia.,  )'"-/■(  cos oj  —  <  si n  co )'"   -'' ( si ii-  o  +  cos- 1»)'- 
Lu  m  —  ik  -  /  V    1 


2"'l 

k-n 


-\-i   7   — 7  {a.—  iaA'"~'\a,^  irt.,)^(cosw  +  isinoj)'"-  -'•(siii-tu  +  cos-c.jj'' 

^  //i  —  'ik  ' 

M-  X(sin-co  4-  (•os-'co)""^-' 

et  correspondant  <iu.r  di^'erses  valeurs  de  A. 

Ainsi  se  trouve  résolue  la  queslion  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé de  traiter  (n"  i). 

8.   Si,  dans  les  fonctions 

ces- Ci  -!-  sin-tij,     F  =11  (rt,  cosw  +  rtosiiuo)'". 
sin  w 


d  sin  10  0  cosw 

on  remplace  les  costo,  sindj  par  des  variables  jP|,  j:'^,  on  obtient 
trois  formes  binaires 

'  '^  a.r.2  OJCy 

dont  la  troisième  coïncide  avec  le  jacobien  des  deux  premières.  En 
transformant  ces  formes  par  une  substitution  linéaire  arbitraire, 
mais  de  déterminant  non  nul,  on  peut  remplacer  x'-^  +  x'I  par  une 
forme  quadratique  quelconque  à  discriminant  D  différent  de  zéro. 
Les  résultats  obtenus  précédemment  (n"^  6,  7)  donnent  alors  les 
propositions  suivantes  : 

Toute  forme  binaire  C5(.r,,  x-,)  de  degréni  impair  ne  peut  être 
considérée  comme  jacobien  d' une  forme  quadratique  donnée 
(à  D^o)  et  d'une  aut)-e  forme  dudegré  m  que  d'une  seule  ma- 
nière. 

pour  cjiL  iiuc  forme  binaire  ç  =  (//(X,  +  aiX-^)'-'"  soit   le  /c/- 


-  riC)  — 

robien  dune  fornie  quadratique  binaire 

(  telle  que  D^o)  et  d'une  autre  furrne  Gq  de  degré  iin,  il  faut 
que  Von  ait 

^t-aài  -  'iairt,É/2-i-  otortf  )'"  --  (.«i.;"''!  +  «2  ''2 )'" Kf^\y'\  -^  '^'■■ly'ï  )'"  ==  o, 

c'est-à-dire  il  faut  que  les  points  y'  et  y"  de  la  forme  %  soient 
harmoniques  de  degré  m  l'un  de  V  autre  par  rapport  à  la  forme  '^; 
mais  alors  la  forme  es  a  la  même  propriété  par  rapport  à  une 
infinité  de  formes  G,  comprises  dans  l'expression 

Go^Xa'". 

11  est  à  rt' marc] lier  (juc  la  (orme  '^  s  a  11  nuit;  pour  les  points  doubles, 
antres  que  r,  1",  des  loniies  du  taiseeau 

Go  ^  'i^'J.'". 


Su/'   la  fonction   (^-1)";   j)ar  .M.    Hcmbert. 

(Scimce  (lu   '1   tï-vrier   1881.) 

Dans  le  Jiulletin  de  la.  Société  mathématique,  M.  l^aguerre  a 
démontré  que  les  polynômes  P,  Q,R,  de  degrés/),  </,  /•,  qui  rendent 
la  ionction  Pr"'-*  +  Qe^-^  +  R  du  degré  le  plus  élevé  possible  en  x, 
sont  tels  (pie  les  trois  fonetions  P*^'^*',  Q^^^-*',  R  sont  solutions  d'une 
équation  dillerentielle  du  troisième  ordre,  de  la  forme 

./;>'"'-}-  (a.7-  +  '^)y"+  (*.'•'"  +  0 ■)_>•'+  ty  —  o. 

On  peut  donner  1111  lliéorèmeanalogue  en  remplaçant  ^'"•'■,  ^'*'par 
(  ,r  —  1)",  (x  -  I  i'';  la  méthode^  (pi'on  va  em|)l(ner  est  dillércnle 
de  (;elle  de  M.  Laguerre. 

(ïherclions  donc  à  délnniiiier  les  |)ol\ii(Hncs  l\  (^),  1^.  de  d<'grés 
p,  q.  /•,  de  iaçon  (jiie  P(./-  1  i" -h  (^{x —  1  )'' --  H  soit  du  degré  le 
j)bis  élev('  possible  en  ./•,  c"c>l-à-dire  Au  degic*  /f  -!-  q  -^  r -\-  •>..  On 


-  Vil  - 

a   clone 

I  '  (  .1-  —  I  )"  ^  ()  (  .r  —  I  Y'  -4-  \{  -.  (  j:/'^'j+r^i  j_ 

J^cmnir.  —  On  ne  peut  avoir 

V{x  —  I  )"  -1-  (^)  (.7-  —  I  )'>  +  H  =  (  j-;/'+'-/+''^  •'  ), 

1*,  Q,  R  étant  de  degrés />,  r/,  /•,  sans  que  P:=;  o,  Q  =^  o,  il  --  o. 

Prenons  en  effet  les  dérivées  d'ordre  /•  H- i  des  deux  membres 
de  l'équation  préeédente;  il  vient 

P,  et  Q,  élanl  de  dei;résy>  et  r/,  on 

(,r  —  I )"'-'''  Pi  +  <^)i  =  {xi'^'i+-  ). 
Prenons  les  dérivées  d'ordre  y  +  '    • 

Po  étant  au  plus  de  de:iréy^  cette  égalité  est  impossible,  à  moins 
(pie  Pj  =  o.  Le  second  membre  est  nid  aussi;  on  en  conclut  aisé- 
ment ([ue  l'on  a 

{x-yY"'""\\-^(),^o, 

et  aussi 

V(.i-  —  iV'+  0(,r  —  \)''-^-  H  =  o. 

La  première  de  ces  équations  exige  (pie  ii"  —  b"  ou  a  —  h  soit 
entier,  ou  que  Pi  =  o,  Qi  =  o. 

Excluons  le  cas  de  a  —  h  entier;  on  \olt  que 

P(.r  — i)«+Q(,i-  — i)''+H 

doit  être  nul,  en  même  temps  qiieP(.r  —  i)"=  R|,  Q(./'  — i  )'' =  W,, 
K|  et  llo  étant  des  polvnômes  de  degré  r.  Cela  exige  que  <i  et  b 
soient  entiers. 

J£n  excluant  les  cas  de  a ,  b,  ((  -  /'  entiers,  le  lemme  est  donc  dé- 
montré. 

Cela  posé,  je  reprends  Técpialion 

(Il  P{x  ~  i)"'[-Q{x  —  t)''-h  ï\z={x''*'r^ '■'■-). 


-  58  - 
Pi-enons  les  dérivées  successives 

(2)  (^-  —  i)''  ->  P'  (.r  —  i)  +  aP]  +  .  .  .  +  R'  =:  (.r/'^'/+'-+i). 

(  (^— i)«-2[P"(.r— i)-^+:iaP'(x  — i) 

l  (^— i)""^[P'"(.r  — 1)3 
(4)      <  4-3«P"(^  — i)2+3rt(«  — i)P'(.r  — I) 

(  +  a(a  —  i)(«—  aP]  +  .  .  .  +  R"'=(.ri'+'r+'-'). 

Multiplions  (4)  par  a^{x — i)-,  (3)  par  (x  —  \){y.j'  -^{i),  (2) 
par  (vj:'+o),  (i)par  z;  a,|j,v,  0,  s  sont  des  constantes;  ajoutons 
membre  à  membre,  il  vient 

(^—  i)«-i[xP'"(^  — 1)»+.  .  .] 

+  (.r  —  i)''-'  \,r(y"{jc  —  i)3-f-.  .  .]  +■  .r(^  —  i)2R"' 

-h  (^  —  i)R"(a.c  +  [i)  +  (yx  +  o)R'^çRn^(j7P+'/+'-). 

On  peut  disposer  dea,  jj,^',o,  £  de  manière  qucj"(\r  —  i)-R"'-h  ... 
soit  au  plus  de  degré  /•  —  5. 
On  a  aussi 

(^  — l)«-'4-(.r)  +  (^— !)''-'/(  a:) +  'f(^-)=:(.r/'^'7+'-): 

à  est  au  plus  de  degré  p  -i-  i,  /  est  au  plus  de  degré  rj  -}-  i,  '^  est 
au  plus  de  degré  /' —  3. 

La  somme  de  ces  degrés  est  donc  au  plus  p  -\-  q  -\-  r  —  3. 

On  ne  peut  donc  avoir,  d'après  le  Icmnie, 

(^_i)a-i<t;(.r)  ^(^_i)'^-iy(,r)  +  '^(^)  =  (.c/^+'/+'-) 
que  si  'i  =  o,  y  =  o,  o  =  o.  Donc  l'équation 

X{X~  1)2/"  +  (^  _  ,)  (a^-  +  fi) y  -H  (-;j;  +  0)/+  £/  =  o 
a  pour  solutions 

R(.r),     (.r-i)«P(:r-),     (.r  -  0"Q(^-)- 
La  généralisation  est  évidente. 


~  S9 


Si(r  1(1  r<'i>irs<'iit<(tion  analytiqi(<'  afc.s  s iffj.sf /'//// ions': 
parJM.  DE  PoLi(;]VAc. 

(Séance  (lu  i8  février  1881.) 

Pour  (|iriiiie  Ibnclion  entière  '}(.^')  soit  apte  à  représenter  une 
subslitulion  [,r,  '}(-t')]  entre// lettres,  elle  doit  satisfaire  à  certaines 
conditions.  Quand  p  est  un  nombre  premier,  M,  Hermite  adonné 
le  critérium  de  ce  caractère.  Il  consiste  en  ce  que  le  coefficient  de 
xP~'  soit  divisible  par/>  dans  les//  — •  2  premières  puissances  de  la 
l'onction,  lorsque  les  exposants  y  ont  été  abaissés  au-dessous  de/> 
au  moyen  de  la  congruence  xP^  x  (mod./?). 

Inversement,  une  substitution  entre  A"  letti'es,  étant  donnée  la 
formule  d'interpolation  de  Lagrange,  peut  servir  à  la  représenter 
analytiquenient,  ainsi  que  le  fait  remarquer  M.  Jordan  dans  le 
Traité  des  substitutions  (Gliap.  II).  Le  but  de  celte  Note  est  de 
donner  une  forme  générale  pour  toutes  les  fonctions  entières 
jouissant  de  la  propriété  en  question. 

J'observe  d'abord  qu'au  moyen  du  théorème  de  Fermât  on 
pourra,  p  étant  premier,  abaisser  dans  toute  fonction  entière  les 
exposants  de  x  au-dessous  àe  p  —  i . 

Soit  donc 

4/  (  .^•  )  =  «0  -{-  «1  j7  4-  «2  X-  + .  .  .  -h-  «,,_2  xP-'^. 

Pour  que  cette  fonction  puisse  représenter  une  substitution,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  nombres  '}(o),  '}(  1),  • . .  ,  '}(/?  —  i)  donnent 
à  l'ordre  près  les  résidus  o,  i,  2,  ...,/>  —  i  suivant  le  module//. 

Posons 

4>(^')  —  «o  +  ?(-^); 

on  aura 

'.(0)=:0. 

(^/,i  doit  être  supposé  [)remier  avec  p  ;  il  en  résulte,  pour  les  con- 
ditions du  problème, 

'f(')  =  ''i:    '■?(3)  =  ''-2-    •••'    '-?^/>— !)=='>- n 
les  quantités  /■  ne  différant  que  par  l'ordre  des  nombres 
I,  2,  8,  .  .  .,  y/  — 1. 


ni 

+ 

«2^- 

.  -i-- 

(7^,     .îi?  /■, 

2^1 

-t- 

■?,-  a.2  -+-. 

.+ 

oJ'--'a,,^._~/:, 

3«| 

-H 

y'a,-r  . 

.  -H 

•S"-'ap_,:Es^r, 

—  00  — 

Nous  arrivons  donc,  en  apparence,  à  un  svslème  de  p  —  i  con- 
i;ruences  entre  p  —  9.  inconnues  (/, ,  a^,  •  •  • ,  c(p_.2  ;  mais  ce  système 
se  réduit  à />  —  2  congruences  dislinctes,  attendu  que  la  somme  de 
toutes  les  cong-ruences  est  nulle  suivant  lemoduley>.  Cela  résulte, 
pour  les  premiers  membres,  de  ce  que  la  somme  des  puissances 
semblables  des  />  —  i  premiers  nombres  entiers  est  divisible  par/>, 
jusqu'à  la  puissance  p —  2  inclusivement,  et,  pour  les  seconds 
membres,  de  la  convention  même  relative  aux  quantités  /■. 

Les  conditions  générales  du  problème  sont  donc  exprimées  par 
le  svstème  suivant  dey;  —  2  congruences  : 


(  iiiod,  /)  ], 


(/>»—  2  )«,-+-  (/>—  2)-ff.-r-.  .  .-h(/>—  2)f'^-a^_2i^  /•/,_., 

Le  déterminant  de  ce  sNslènic!  a  une  valeur  connu(;,  dillérenle 
de  zéro;  les  coefficients  a,,  (Z^.  .  .  . ,  ctp_.>  seront  donc  exprimables 
en  fonction  des  quantités  ;'i ,  /o,  ....  /'p^-,- 

Soient  ces  valeurs 

r/,  =  pi,  a.^Pî,    ...,  ap.o~pp_,; 
on  aura 

Dans  cette  forme  symbolique,  ^^i  est  un  nombre  quelconque 
non  divisible  par  p.  Les  symboles  p  sont  des  fonctions  entières 
linéaires  des  quantités  /■,,  /-o,  .  . .  ,  rp_-,f  dont  les  coefficients  sont 
numériques  et  dépendent  du  nombre  premier/).  Les  quantités  /' 
elles-mêmes  sont  des  indéterminées  assujetties  à  la  condition  d'être 
toutes  dîslinclcs  cl  (liff'r rentes  de  zéro  sun'ant  le  module  p. 

E.remjde.  —  Pour  p  =  j,  on  a 

<l>(.r)~a-+-  (3/',-h  r.,-\-  2/-3)j;4-  2(/-.-i-  /•:,).^-^-  (3/-iH-  ar^-i-  ri).r'\ 

f(jrnie  analyti(jue  générale  d'une  substilulion  de  ein(|  leltres. 

En  y  faisant  (/  -  o,  /•,  :  1,  /-^ --  2,  /:,  -  -  '^,  on  doit  retomber 
sur  la  subslilulion  idenlirpie  |  r.  .>•  |  :  c'est  ce  qu'il  esl  facile  de 
vérifiei'. 


-  fil  — 

On  peut  oljlenir  les  symboles  o  sous  lorine  cxj)licito.  Soifiil  A  If 
(lélcrniinaiil  du  svslèino  carach'rislique  de  C()n;^riien(;es,  -M,/,|. 
M,,.;,  ...  les  délcriiiiiiauls  mineurs  des  élémenls  successifs  de  hi 
//"■""'  colonne.  On  a 

A«„=:  M,,,, /■,-(-  M„,2/-o  +  .  .  .+  M,,,/,/'/, +.  •  ■+'^h,.p-2'-,,    ... 

Adoptons  les  signes  conventionnels  suivants 

I.2.3...A  =:IT(Â), 

11(7.)  ii(/,   h  n  ii(/.-  f-'-2)...n(\)  =  iTT(/.-,  N), 

V(//,  /n)  :^~so/nnie  despiodiiits  m  à  m  des  nombres  entiers  depuis  i 

1 

Jtisijii'à  N,  défaleation  faite  de  h,  autrement  dit  des 

nondncs  i ,  2,   .  .  . ,  /i  —  i ,//-+-  r ,  .  .  . .  N, 
et  l'appelons  que  l'on  a 


«I 

ai 

..      a'r 

a'I"-' 

a'I"--' 

.  .       a'I' 

-=aia.2.  ..a,„i 

«2 

a'I 

■  ■  ^'r' 

a'.^+' 

"'17       ■ 

.  .      a"^ 

^/«-2 

«/«-'.      • 

.-        <-'2 

"/«-2 

a'" 

X(fl'2— rri)V(/«  — « 

^;h  -1 

^'«,-1      • 

••     <7\ 

a"~^'' 

a'" 

O' 

expression  dans  laquelle  le  dernier  facteur  désigne  la  somme  des 
produits  ni  —  /?  à  m  —  n  des  quantités  rt,,  <i.,^  ....  Les  détermi- 
nants mineurs  M  seront  du  type  de  celui-ci,  présentant  une  lacune 
dans  la  suite  naturelle  des  exposants,  et  Ton  trouvera,  tout  calcul 
fait, 

A-=îrT(i,/>— 2), 

,       s      I         ïTT(i,  h  —  3)         C\     , 
"'"      ^  Ii(/ori(/?— 2  — A)  kj       ^  ' 


Si  l'on  observe  qu'en  vertu  du  théorème  de  Wilson  on  a 
n(/>  —  2):^I      {mo(\.  p). 


il  en  résultera 


A  ^  1 1 1  (  1 ,  yo  —  3  )  ; 


-  02  - 

par  snitf. 

j)osanl 

^n,h  —  ■ 

il  viendra 

p-i 


^  (/'•/'  —  ?'  —  /') 


A„,/,=  (-i) 


n+h L 


ll(/t)Il(/>—  ■?.  —  h) 


et 


r-5 


^(/^/j-  o.  —  n) 


«„^  ^  (-0-%i;,^„^^,_,_,yv. 


h—\ 


formule  susceptible  d'une  notable  simplification,  ainsi  cpi'on  le 
verra  plus  loin. 

Quand  une  substitution  est  donnée,  les  valeurs  particulières  de 
/7o,  /'i,/*2i  •  •  •  s'en  déduisent  immédiatement,  par  suite  la  fonction 
•i>(j7)  qui  la  représente.  Inversement,  si  la  ibnclion  •^j{x')  est  donnée, 
le  système  de  congruences  ci-dessus  déterminera  les  quantités  /i, 
/•o,  ...,  i'p-ï  en  fonction  des  coelTicienls,  et  la  validité  du  carac- 
tère consiste  en  ce  que  les  valeurs  trouvées  soient  toutes  diffé- 
rentes entre  elles  et  différentes  de  zéro. 

L'hypothèse 

«o^rro,       l\r=zl,       /•2=2,       ....       r„^i^=zn —  I 

correspond  à  une  substitution  ne  déplaçant  pas  les  n  premières 
lettres.  On  peut  donc  appliquer  l'analyse  précédente  aux  substitu- 
tions composées  d'un  nombre  quelconque  de  lettres  non  premier. 
Il  suffira  de  prendre  p  égal  au  nombre  premier  immédiatemeni 
supérieur  au  nombre  considéi'é. 

Dans  ce  mode  de  représentation,  la  somme  de  deux  substitutions 
ne  donne  pas,  en  général,  une  substitution,  mais  toute  substitu- 
tion peut  s'exprimer  linéairement  en  fonction  de />  —  2  substitu- 
tions convenablement  choisies. 

Kn  effet,  soit  une  substitution  donnée 

»r(.r)  =r  A  4-  'l>{.r). 


-   Cyli   - 
^^»nll()lls  avec  p  —  ^  autres  siihslilulKMis  la  forK'lion 

(|iii  [)('iit  sY'(;rirc 

/(j")  =  a  H-  a,  0|(.r)  +  a^  'fî{.r)  -\- .  .  .  ~\-  -x ,,    ,0,,    of-^")- 
L'idcnlificalion  clc/(.r)  avec  ^^■{■Jc)  donnera  d'abord 

/i  =z  1 ,   2 ,    .  .  .  ,  y>  —  2 , 

syslème  do/>  —  2  congriicnces  qui  fera  connaître  a,,  a^,  ...,  a^j^,, 
à  la  seule  condition  que  le  déterminant  formé  av(;c  les  quantités  '■:> 
ne  soit  pas  congru  ày-i.  Ensuite 

a  ^  A, 

congruence  qui  déterminera  ao- 

Si  l'on  se  donne  les  quantités  C5,  les  quantités  <ï>  restant,  au  con- 
traire, indéterminées,  on  aura  l'expression  générale  d'une  substi- 
tution en  fonction  linéaire  dey>  —  2  autres. 

Reprenons  la  formule 

1^  {/i,p—2  —  n) 


U{h)  II(/>—  2  —  /l) 


Il  est  facile  de  voir  qu'en  vertu  du  théorème  de  Wilson  on  a 
généralement 

n(A  +  i)  n(/>  — 2  —  h)~  (—  })''     (mod./>); 

il  en  résulte 

/)-2 

A„,/,=  (-  I)"  (A  +  1)  ^  (/,,  /;  -  2  -  n). 
1 

On  peut  encore  simplifier  cette  formule. 
En  vertu  de  l'identité 

.rP-i_  t  =  (.r_i)(^-_  2).  ..(.v  —  p  —  i)  -\-  pV{.v) 


^  ni  - 

qui  résiillp  du  lljéorrmc  de  Fermai,  ou  a 

V  (  m  )  Hs  o     (  mod .  p). 

t 

excepté  pourm  =^ p  —  i .  Ici  le  symbole  S  désigne  la  somme  des  pro- 
duits m  à  m  des  nombres  entiers  i ,  2,  . .  . ,  />  —  i . 
D'ailleurs,  on  a  évidemment 

^U'r)^^(/")  +  (/^  — 0  [j^  («'  —  '), 
1  1  1 

dV)ii  il  résulte 

^  (///)  =  ^  ('//  —  Il      (mod.  /)), 

1  1 

et  de  celle  congnience  on  déduit,  en  faisant  décroître  m, 
^  (7>?)h^i       {mod.  p). 


D'autre  part,  la  définition  de  nos  symboles  S  donne  lieu  à  l'iden- 
lité 

X  ( "0  —  X  (  /' .  /n)-^  h  V  ( /?,  m  —  I  )  ; 
1  I  I 

on  a  donc  finalement 

1  1 

Désignons,  pour  abréger,  cette  congruenee  pai- 
llons I      (mod.  /)), 

et  changeons-v    m    suceessiNcmenI    eti   m  —  i ,  m  —  2,    .1.,    1.    /i 
restant  constant.  Nous  aurons  rie  nouvelles  eongruences 

U,==l,       Ui^l.       ....        IJ„,     ,ï:^l        I  lliorl.  y)). 


-  cri  - 

.Mullipliiiiil  >^éii('ial('iiicnl  l  ,  pur  (       J)'//'  cl  ajutiliiiil,  il  \it;iitli.i 

i~-  ni  —  i  /'      2  <  =  '"  —  1 

>     (~i)'7/'l,:    C(//./;0    f  (       1)'"    '//'".    y    (-     i)'A' 


l>-î 


r^e  second  membre  est  la  différence  des  deux  pro<j;resslons  géo- 
métriques I  -(-  /i-  4-  h''  -^  .  . .  e.i  h  -\-  //•'  -l-  /?'>  -h  .  .  . .  <|iii  o^t  éyair  à 

r -+- (—1  )'"//'"+'     ,-.  , 

— -, On  a  donc 


1  + A 


(//,/«)—  T^TT (niod./v). 

I 

(^l  la  valeur  trouvée  en  dernier  lieu  pour  A,,^/,  devient,  (mi  posant 
///=/>  — 2.  — ■  n  el  toutes  réductions  faites, 

A„,n={—  ,)«_/?/'-'-«     (mo(l./>). 

formule  qui  peut  aussi  s'écrire 

A„,/,E=(— r)"—  —      (mod. />). 

à  cause  du  théorème  de  Fermât. 

En  résumé,  toute   substitution  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
a  -\-  o{jc),  le  coefficient  de  .r"  dans  '-^(.r)  étant 


I 


1  [<-■'" 


f/>- 


Voici  quelques  conséquences  immédiates  des  dernières  formules  : 
1°  Le  coeflicient  de  /',  dans  chaque  terme  de  'f{-r)  est  nul  si  n 

est  pair  et  égal  à  —  2,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  kp  —  2,  si  n 

est  impair. 

2°  Le  coefficient  de  .tP~-  est  immédiatement  donné.  On  a 

a,,...;,  ^  —  I  ■).  r,  -t-  a  /•,  +  .  .  .  -t-  (/>  —  I  )  />_,]. 
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;V  l»„ur  n  =  '^—^ 


>  on  a 


2 

on  en  ronrliit,  pour  \c  lorme  du  milieu  de  '^{^), 

expression  dans  laquelle  a,,  a^,  ...  seront  les  rrsidt/s  quadra- 
tiques si  />  est  de  la  forme  4N  —  i  et  les  non-résidus  si  p  est  de 
la  forme  4N  +  i. 

Il  existe  une  loi  de  récuiTence  entre  les  termes  A/,^^  correspon- 
dant à  une  même  valeur  de  /?,  qui  réduit  de  moitié  les  calculs  à 
faire. 

On  a,  d'après  la  formule  générale, 

A,,p_f,^/,)  =  (-1)"  -  [/>  -  (2  -h  A)]"-'-" 

=  (—  0"  +  (—  iY-"{^i  +  /■)''-'-", 

d'où  il  résidle  immédiatement  pour  //  pair 

pour  n  impair 

A„,2+A  -H  A„,p_  (2+-^)  =  —  2. 

Si  Ton  observe  que  A,/^(  =  o  quand  n  est  pair,  on  pourra  énon- 
cer ainsi  ces  deux  relations  : 

Pour  n  pair,  los  ter/nrs  à  r^a/e  distance  des  extrêmes  sont 
égaux. 

Pour  n  impair,  abstraction  faite  du  premier  ternie  A,;^,  qui 
est  toujours  —  2,  la  somme  des  termes  à  égale  distance  des 
extrêmes  est  égale  à  —  2  [suivant  le  /nodule  p). 

Par  un  calcul  tout  seniblahle  on  trouvera  pour  le  tonne  du  mi- 
lieu, qui  correspond  à  /i  =: > 

A„,,,_,  =  (-0"('-3")- 


—  G7  — 
(îi'iU'C  à  CCS  reinarcjiM's,  on   I  roii  vora  aisémont  :  pour />  r-^  j, 

'\  { ./■  ']--.n  -Y-  (  5 1\  -t-  ?,  r-i  —  /•;)  4-  1  /•.,  -r-  3  /•-  )  .r 
(  /-o  H-  3 /"a  -i-  3/-i  -+-  /'s)./''-^ 
—  T  (  /•,  -Y-  ,-2  -H  /■.,  )  .r»  +  (  4  7-2  —  z-,  —  /■,,  +-  4  /■5).ri 
H-  (  5  /•,  -h  4/-.,  -h  3  /-s  -(-  9.  /•;  -+-  /-j)  .r-^; 

pOlir  />  rrz  I  I  , 

•L  (  .r  )  -=:  .7  -H  (9  /•,  4-  4  /'î  +  6  /':,  +  7  /'i  +  /'s  -H  8  /-g  4-  2  r-  -t-  3  Tg  -t-  5  /Vj  ) 

-H  ( 9  /'a  •+-  7  /•;(  -h  3  7-4  —  3  /'s  —  3 1\  H-  3  /■-  -h  7  /-g  -i-  9 /"g  )  x- 

H-  (  9  /•,-(-  3  7-2  H-  '".3  -H  5  7-4  —  4  /"ô  +  2  /■«  +  4  ''7 3  7*8 5  7-9  )  .7' 

-*-  (  3  7'2  —  ^  7":,  —  3  7*4  —  4  /"o  —  4  '"e  —  3  7'-  —  2  Tg  +  3  7*9  )  .r* 

—  2  (  7-,  -i-  7's  -F  7-4  -+-  7-5  H-  7-3  )  .r-'^ 

—  (  4  /■2  +  3  7-;(  +  ?.  7-4  —  3  7-3  —  37-6+2  v-  4-37-8  +  4  '"9  )  ■r'^ 

-^(97-1+27-2+  5  7-3  +7-4+6  7-5  +  3  1\  —  3  7--  +  4  7-8  —  4  /-fl  )  •^■' 

—  (  3  7-2  —  3  7-3  +  4  /'i  -^  2  7-5  +  2  7-B  +  4  /"t  —  3  7-8  ^37-9)  .7;» 

+  (  9  '"i  +  '^  /'2  +  7  /"s  +  67-4  +  5  7-3  +  4  /v,  +  3  7-;  -^-  2  7-8  +  7-9  ) ./-' 


,S///-  lii  it'^h  (le  multiplication  (1rs  drlpiiniiuints ; 
par  M.  (^.  LE  Paige. 

(Si'anrf  du   \  fi'vrier  1S81.) 

Soienl  les  Irojs  déterminants 


«11      r/,2 


c 


ffln 

Cil  r,; 

<-2,  C2: 


^1         /^H 
/7oi         /a,2 

Cl, 


^1„ 


(  ' )  c,x  =:  (lu  />/,,  +  r/,-2  /7/,2  +  .  .  .  +  <7/„  /^/,„  =  ("/,i  />>!  1  +  <:/a- 
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Nous  représentons  par  A^,,,,  Itj,,^  les  niiiicuis  de  (/p,^,  bp^  dans 
les  déterminants  A  et  l». 

Cela  posé,  si  nous  multiplions  le  déterminant  C  par  Ah>  en 
multipliant  par  A,,  les  éléments  de  la  première  rangée,  et  que 
nous  ajoutions  à  cette  première  rangée  les  ii  —  i  dernières,  res- 
pectivement multipliées  par  Ao),  A3,,  .  .  .,  A,,,,  nous  aurons,  en 
ayant  égard  aux  relations  (i)  et  aux  identités 

V  V  V        _    ^ 

a,,.  A  , ,  -f-  rtor-^ai  +  •••-+-  Cl,ir.\n\  —  ~  ' 

O 

suivant  (pic  /•  est  égal  à   1  ou  est  différent  de  i. 


CA,,=:A 


h,, 


C.,„ 


(•)• 


Multiplions  les  deux  membres  de  cette  identité  par  Bn>  et  ajou- 
tons à  la  première  colonne  du  déterminant  qui  figure  dans  le 
second  membre  les  (//  —  1)  dernières,  respectivement  multipliées 
par  Bot,  B3,,  .  .  .,  B,,,;  nous  aurons 


CAiiB,,  =  AH 


I       h,, 


Or,  en  retranchant  des  {n  —  1)  dernières  colonnes  de  ce  déter- 
minant la  première,  successivement  multipliée  par  b-n,  b^n,  .  .  ., 

/>„,,  nous  trouvons,  à  cause  de  (i), 


CA„B„=:AB 


r/22       cAs        •  •  •        (l-lii 


\B.n. 


<lnl       (f,n        ■  ■  ■        <ln 

Il  est  visible  que  D  est  formé  à  l'aide  de  A,,,  B,,,  comme  C  au 


C)  Cette  fonimli;  se  Irouvo  épialement  clans  une  petite  Notirc  de  M.  Kdouard 
Woyr  {Sitzb.  cler  kiiii.  bùhrn.  (Je.sellschaft  cler  Wiss.  Prague,  1880)  et  dans  notre 
ilcnioirc  Sur  qucUiues  points  de  la  théorie  des  formes  algébriques  (Mém.  de  l(i 
Soc.  royale  des  Sciences  de  Liège,  1880). 


-  GO  - 

moyen  de  A  cl  B.  Kn  conséquence,  si  la  règle  de  niulllplicalion  est 
vraie  pour  tl<'u\  délcrniinants  (Tordre  //  —  i,  elle  est  vraie  pour 
deux  délerniinauls  d'ordre  //. 

PuiscpTelIe  (;sl  évidente  pour  /t  :—  -a,  elle  est  ;;énérale. 


Dcmonslratioiis  ('Irnirntnircs  des  lois  foiulanicnlalcs  de  prohu- 
bilité  des  écarts  dans  les  iiu'tliodcs  ('.ipriimcnhilcs  ; 

par  M.  M   Laqvikue. 

(.Séance    ilu    '\    février    1881). 

1.  La  connaissance  de  la  loi  de  distribution  des  écarts,  c'est- 
à-dire  de  la  probabilité  des  valeurs  diverses  que  peut  présenter  le 
résultat  d'études  expérimentales,  selon  son  plus  ou  moins  de  di- 
vergence d'avec  le  résultat  normal,  est  de  la  première  importance  au 
point  de  vue  pratique.  Cette  notion,  aussi  peu  répandue  en  dehors 
du  monde  scientifique  qu'elle  mériterait  au  contraire  d'être  uni- 
versellement divulguée,  peut  s'exprimer  en  disant  (pie,  si  Vdhsolii 
est  la  vérité  théorique,  le  probahle  est,  de  son  coté,  ht  eérité 
pratique. 

La  détermination  mathématique  des  chances  dans  les  événe- 
ments soumis  aux  lois  dites  du  hasard  résulte  de  l'évaluation  des 
combinaisons  des  causes  ibrtuites  [pouvant  offrir  soit  les  cas  favo- 
rables, soit  les  cas  contraires  à  l'arrivée  de  ces  événements. 

Dans  la  nature  tout  est  soumis  à  des  lois  immuables,  d'après  un 
principe  général  de  continuité,  et  la  connaissance  complète  des 
causes  entraînerait  nécessairement,  par  une  déduction  logique  et 
ne  laissant  prise  à  aucune  incertitude,  la  connaissance  des  événe- 
ments qui  en  dépendent.  Malheureusement,  dans  la  pluj)art  des 
cas,  les  causes  des  événements  échappent  à  notre  sagacité  et  ne 
se  manifestent  que  par  leurs  efl'ets,  et,  comme  ceux-ci  dépendent, 
en  général,  de  l'action  simultanée  d'une  multiplicité  innombrable 
de  causes  qui  se  combinent  pour  en  amener  la  production,  il  nous 
est  d'ordinaire  impossible  de  démêler  dans  ce  chaos  le  pourquoi 
de  l'événement,  la  cause  primordiale  et  complexe  dont  il  émane. 


—  70  — 

Au  demeuranl  de  celle  ignorance  des  causes,  nous  ne  sommes 
cependant  pas  sans  avoir  le  droit  de  préjuger,  dans  une  certaine 
mesure,  de  l'arrivée  de  certains  faits  dont  les  motifs  nous  sont 
soit  inconnus,  soit  imparfaitement  connus.  Guidés  par  l'idée  pre- 
mière et  fondamentale  de  l'invariabilité  de  la  loi,  nous  devons,  à 
l'inverse  du  joueur  pariant  maladroitement  contre  la  sri-io,  croire 
d'autant  plus  à  l'arrivée  future  d'un  événement  que  nous  l'avons 
déjà  vu  plus  frécpiemment  se  présenter  dans  des  circonstances  qui 
nous  paraissent  identiques,  car  nous  devons,  logiquement,  d'une 
fréquence  qui  nous  surjirend  dès  l'abord,  conclure  à  Vexistence 
(l'une  cduse  (jui  J'tnorisc  sa  cenue,  cause  que  nous  n'avons  nul- 
lement besoin  de  connaître  dans  son  essence  pour  affirmer  d'une 
façon  plausible  (pi'elle  existe  réellement. 

Les  événements  qui  font  l'objet  d'études  expérimentales  sont, 
en  général,  le  résultat  d'une  cause  principale  qui  les  détermine- 
rait complètement  sans  les  modifications  qu'y  apportent  une  foule 
d'autres  causes  coexistantes  et  perturbatrices  dont  l'efTet  est  de 
produire,  en  divers  sens,  des  divergences  entre  les  résultats  obte- 
nus dans  un  certain  nombre  de  répétitions  de  la  même  cause  prin- 
cipale. 

On  nomme  écart  cette  divergence  entre  un  résultat  particulier 
obtenu  et  le  résultat  normal  qu'eût  donné  la  cause  principale  en 
l'absence,  irréalisable  d'ailleurs,  de  toute  cause  perturbatrice.  La 
loi  des  hasards  a  pour  objet  l'étude  de  ces  écarts;  elle  détermine 
{aprohidtitilé  qu'un  résultat  cherché  sera  obtenu  à  un  écart  près 
de  limite  fixée.  INous  allons  montrer  d'une  manière  tout  à  fait 
élémentaire  que,  pour  les  écarts  ordinaires,  cette  loi  des  hasards 
n'est  autre  que  la  courbe  y  ^^  e~-*' ,  que  Gauchy  avait  nommée 
indice  de  prohahililé. 

Recherche  de  la  probabilité  d'un  écart  donné. 

Gher('lu)ns  l'expression  numérique  P(o)  de  la  jirobabilité  qu'un 
événement  particulier  présentera  un  écart  déterminé  de  gran- 
deur 0  par  rapport  à  l'événement  régulier  ou  normal,  tel  qu'il  se- 
rait constitué  sans  les  altérations  produites  par  les  causes  variables 
inconnues,  et  sous  la  seule  iniluenee  de  la  cause  principale,  simple 
ou  complexe,  qui  tend  à  le  produire.  G^elle  expression,  (|ue  l'on 


pourrait  ix[)pe\cv prohaOitité  ihéo/ù/tie,  s'évaluera  par  le  rapport 
du  nombre  des  eas  lavorablcs,  ou  des  combinaisons  des  causes  le 
produisant,  au  nombre  total  des  cas  ou  des  combinaisons  possibles. 
La  piobabilité  expcriinentale  ou  pratique  résultant  d'une  série 
d\'x[)érieiices  serait  le  rapport  du  nombre  des  cas  avant  donné  le 
résultat  cherché  au  nombre  total  des  cas  observés.  Cette  dernière 
probabilité  n'est  qu'une  approximation  de  la  vérité,  d'autant  plus 
grande  (sujette  à  une  erreur  d'approximation  d'autant  moindre) 
(jue  le  nombre  des  expériences  aura  été  plus  considérable. 

La  question  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  est  de  déter- 
miner à  la  fois  la  variation  de  la  probabilité  théorique  avec  la 
grandeur  relative  des  écarts,  et  l'approximation  que  l'on  est  en 
droit  d'espérer  dans  la  détermination  pratique  d'un  résultat  mo\  en, 
en  raison  du  nombre  des  expériences  qui  ont  servi  de  bases  à  la 
mesure  de  ce  résultat.  Nous  obtiendrons  ainsi,  avec  une  facilité 
extrême,  la  démonstration  de  ce  principe  de  BernouUi,  règle  fon- 
damentale de  toute  méthode  logique  d'expérimentation,  que 
l'erreur  d'approximation  à  craindre  dans  la  mesure  d'une  moyenne 
est  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée  du  nond^re  des  expé- 
riences exécutées. 

Soit  donc  P(o)  la  probabilité  que  l'écart  entre  la  valeur  normale 
et  la  valeur  particulière  de  la  quantité  en  question  sera  compris 
entre  les  grandeurs  ô  et  o  +  Ao.  Nous  la  nommerons  pz-obt/bi/ifé 
de  l'écart  o,  celui-ci  étant  par  suite  mesuré  avec  une  erreur  d'ap- 
proximation au  maximum  égale  à  Ao. 

Pour  une  valeur  donnée  de  o,  il  est  évident,  comme  consé- 
quence de  la  loi  générale  de  continuité  dont  la  formule  de  Taylor 
est  l'expression  analvtique,  que  cette  expression  est  de  l'ordre 
de  grandeur  de  la  variation,  ou  ei'reur  d'approximation  Ao  de  l'é- 
cart, et,  lorsque  celle-ci  est  infiniment  petite,  lui  devient  propor- 
tionnelle. La  probabilité  de  l'écart  ô  se  présentera  donc  sous  la  forme 

V{?j)—y-=zdo, 

dans  la(pielle  :;  sera  une  fonction  indépendante  de  l'accroisse- 
ment <IZ. 

Au  point  de  vue  pratique  et  utile,  on  cherche  à  connaître  la  pro- 
babilité que  l'écart  entre  la  valeur  normale  et  la  vatetw  particu- 
lière ne  s'élèvera  pas  au   delà   d'une  quantité  déteEœinée   o,  en 


valeur  absolue,  <;  esl-à-dirc  (|iic  récaii  sera  compris  eiilre  —  o  et 
—  0.  Cette  probabilité  est  l'intégrale  de  P(o)  prise  entre  les  limites 
-i-  0  et  —  0.  La  valeur  en  est  parfaitement  définie,  puisqu'elle  re- 
présente, dans  l'infinité  des  grandeurs  possibles  de  la  quantité, 
le  rapport  du  nombre  des  quantités,  dont  l'écart  de  la  valeur  nor- 
male est  égal  ou  inférieur  à  rr  o,  à  leur  nombre  total.  La  différen- 
tielle en  sera  donc  proportionnelle  à  l'accroissement  r/o,  et  5  ne 
sera  autre  que  la  dérivée  de  la  probabilité  d'un  écart  70. 

!2.  Pour  faire  intervenir  l'action  des  causes  perturbatrices  incon- 
nues et  variables,  considérons  l'écart  0  comme  la  résultante  d'un 
certain  nombre  m  d'écarts  élémentaires,  de  grandeur  absolue  Ao 
égale  pour  tous,  mais  de  signes  divers,  modifiant  l'événement  tvpe 
les  uns  dans  un  sens,  les  autres  en  sens  contraire.  JNous  appelle- 
rons causes  des  écarts  les  variations  des  causes  dont  la  valeur 
normale  coexisterait  avec  la  valeur  normale  de  la  quantité  soumise 
à  l'expérience.  Les  causes  élémentaires  en  jeu  seront  en  nombre 
/;/.  dont  /»|  sources  de  l'écart  —  Ao  et  m-i  de  l'écart  —  Ao.  On  a 
donc,  en  posant  n  =  /??,—  /;?,, 

0=2/1  Ao. 

La  loi  (le  distribution  des  écarts  que  nous  allons  recliercher 
devant  rester  en  dehors  de  toute  hypothèse  sur  la  nature  des  phé- 
nomènes soumis  à  l'expérience,  elh'  nécessite  tine  restriction  des 
plus  importantes  qui,  bien  que  tacitement  admise  sans  nul  doute, 
n'a  jamais  été,  crovons-nous,  formellement  énoncée,  et  c'est  à  cet 
oubli  qu'il  faut  attribuer  les  interminables  et  si  obscures  discus- 
sions engagées  entre  les  partisans  et  les  adversaires  de  la  loi  ma- 
thématique des  hasards.  Cette  restriction  consiste  en  ce  que  les 
écarts  considérés  doivent  toujours  être  assez  faibles  pour  rester 
sensiblement  proportionnels  à  la  variation  de  la  cause  qui  leur 
donne  naissance.  Cette  li\|)othèse,  base  uiiupic  mais  absolue  du 
calcul  qui  va  suivre,  est  é\idemment  réalisée  dans  les  séries  d'ex- 
périences où  l'on  cherche  à  obtenir,  mais  en  n'y  par\enant  qu'im- 
j)arfailement ,  im  ((jncours  de  circonstances  identiques,  prodiic- 
Irices  du  |)hçrioinèiic.  (-'est  le  cas  des  c\p('n('nces  balistiques  et 
de  toutes  les  études  pratiques  avant  pour  objet  la  détermination 
d  une  loi  naturelle.  La  loi  des  écarts  et  toutes  les  cousé(picnccs  <jui 


I 
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en  tlt'coulenl  stM-oiil  ainsi  applicables  en  loule  sécurité  à  ces  phé- 
nomènes ;  mais  les  rcdrls  anormaii.c,  qui  ne  se  produisent  que 
dans  les  cas  excessivement  rares  d'une  nirprisc,  ou  erreur  très 
jçrossière  commise  dans  la  réalisation  des  causes,  restent  en  dehors 
de  la  théorie. 

Sous  le  bénéfice  de  celte  observation  capitale,  on  verra  que  la 
loi  des  hasards  est  une  vraie  loi  limite,  précise  et  nette,  jouant 
dans  un  ordre  d'idées  dilTérent  un  rôle  semblable  à  celui  que  l'in- 
dicatrice joue  dans  la  théorie  de  la  variation  de  courbure  des 
surfaces. 

Nous  ne  considérerons  d'abord  que  les  écarts  de  nature  absolu- 
ment semblable,  s'ajoulant  ou  se  retranchant  numériquenient  de 
laeon  que  deux,  écarts  égaux  se  doublent  ou  se  détruisent,  suivant 
la  parité  ou  la  disparité  de  leurs  signes.  L'idée  de  continuité, 
autrement  dit  de  liaison  constante  entre  un  effet  et  sa  cause,  loi 
primordiale  et  philosophique  d'une  vérité  absolue,  régissant  à  la 
fois  tous  les  phénomènes  moraux  ou  naturels,  nous  conduit  néces- 
sairement, et  sans  qu'il  y  ait  Heu  à  une  justification  j)lus  détaillée, 
à  considérer  comme  également  probables  toutes  les  causes  élémen- 
taires capables  des  mêmes  effets,  soit  les  causes  origines  de  tous 
les  écarts  élémentaires  ±  Ao. 

Cela  posé,  supposons  les  causes  d'écarts  à  l'état  de  division 
extrême,  leur  nombre  s'accroissant  d'ailleurs  indéfiniment  en  rai- 
son inverse  de  leur  valeur  élémentaire.  On  sait  que  les  nombres 
^n^  et  /??,  des  causes  d'écarts  d'égale  probabilité  ±:  Ao,  soit  ±  dû, 
ont  pour  rapport  limite  l'unité,  et  que  le  nombre  n  est  ainsi  infi- 
niment petit  par  rapport  à  ni.  Celui-ci  est  donc  infiniment  grand 
par  rapport  à  /?,  soit  un  infiniment  grand  du  second  ordre  par  rap- 
port à  do,  et,  comme  il  est  d'ailleurs  indépendant  de  la  valeur  par- 
ticulière et  variable  de  o,  on  peut  écrire 

m  r/o^  =^  k', 

R  désignant  une  quantité  constante  dont  nous  déterminerons 
ultérieurement  la  valeur. 

Remarquons  dès  à  présent  que,  si  l'on  convient  de  mesurer  les 
écarts  o  à  une  échelle  convenablement  choisie  a,  on  })Ourra  repré- 
senter l'écart  concret  o  à  l'échelle  rt  par  l'écart  abstrait  ou  numé- 
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lifiiie  ./',  en  Iciiaiil  coiiipU-  des  relations 

el,  par  conséquent. 

Il  sullira  donc  (rado|)ler  comme  échelle  a  des  écarts  la  constante  R 
pour  simplifier  la  relation  qui  donne  la  valeur  de  //?,  et  la  transfor- 
mer en 

m  dx'^  :=  I . 

Recherche  de  la  loi  des  écarts. 

,'î.  Ainsi  qu'il  vient  d'être  expliqué,  l'écart  o  =  /?  do  résulte  de 

K^    ,  ,  ,  . 

la  coexistence  de  nt  =  -yv:  écarts  élémentaires,  dont  nu   é2:aux  îi 
d<j^  ^ 

+  do  et  7)1-2  égaux  à  —  do,  par  hypothèse  tous  de  même  proba- 
bilité. 

La  probabilité  P(o)  =  v  =  z  do  de  l'écart  o  est  donc  le  rapport, 
au  nombre  total  des  cas  possibles,  du  nombre  des  cas  qui  lui 
donnent  naissance,  c'est-à-dire  du  nombre  de  manières  de  choisir 
///,  fois  l'écart  do,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  niy  lois  l'écart 
—  do,  dans  m  groupes  de  deux  écarts  contraires  (do  et  — do), 
en  prenant  à  volonté  l'un  des  deux  écarts  dans  chaque  groupe. 
Ce  nombre  est  donc  égal  à  celui  des  combinaisons  de  m  objets  ni, 
à  /n,,  soit  ni2  à  /«o»  et  par  suite  égal  à 

cm  _  c"  —  i.^-.^...m 

'"'"    "''~  i.2.3...mi.i.2.3.../«.2 

Son  rapport  au  nonîbre  total 

1*,„  =  I  .  2 . 3 .  . .  Wi 

des  cas  [)ossibh's  donne  la  valeur  de  la  |)robal)ililé  l*(^)?  il'où 

y  =  l>{^)  = ,, ' :, 

•^  I  .  2  ..-)...///,.  I  .'?..>.  .  .ni 2 

Si  nous  faisons  croître  ni,  d'une  unité,  ni->  décroîtra  d'une  unité, 
la   valeur  de   ni  ne  changeant  pas.  Ainsi  n  augmentera  de   deux 


iiiiilc's,  el  o  de  ■i.tirj.  On  aura  coiiscnjucmmeiit 

///,  -f-  I 

on  hlrn,  m  vcrlii  tie  ///  =  /«,  -|-  in.>  el  //  ^  m i  —  nr^, 

)n  —  n 
1+2  dv  =  >■ » 

■    m  H-  /<  -t-  2 

<r()ù  enfin 

/t  +  I 


dy  =  —  y 


ni  -H  n  H-  2 


r  K- 

Kemplaeant  //  et  ///  par  lenrs  valeurs  —r^  et  -rr-.i  el  néalii'eanl  les 
■      "  ^  (h       d'j- 

inliniinenl  petits  d'ordre  supérieur,  il  vient 

dv  =  —  >'  0  d^j. 

Intégrant  et  prenant  la  constante  sous  la  forme  lognépH<io, 
nécessaire  pour  conserver  l'expression  de  la  probabilité  sous  la 
forme  convenable,  ainsi  qu'il  a  été  dit  plus  haut, 

log  nép  y  = —  — j—  +  log  népll  c/o, 
d'où  l'expression  définitive 

représentant  la  probabilité  que  l'écart  sera  compris  entre  les  deux 
valeurs  voisines  o  et  o  +  <^/o. 

i.  Pour  déterminer  l'expression  de  la  constante  H,  qui  dépend 
de  la  nature  des  phénomènes,  il  suffit  de  comparer  la  formule  de 
Lagrange, 

e~"'  du  -=  \^^, 


L 


à  l'identité 

e     ^'  do  =z  i. 


évidente  puisque  la  somme  des  probabilités  de  tous  les  écarts  pos- 
sibles n'est  autre  que  l'unité,  svmbole  de  la  certitude. 


—   T<)  — 


Posons,  dans  ce  Lui, 

2K'^r= 

I 
'h} 

et     / 

L>Ù 

do 

(lu 

)us  aurons 

H 

ho  ^=z  u, 


el  la  formule  de  la  probabilité  deviendra 

Telle  est  la  forme  babituelle  donnée  à  la  loi  des  écarts  dans  les 
calculs  auxquels  donnent  lieu  les  études  expérimentales.  Le  seul 
paramètre  h  qu'elle  contient,  et  qui  est  déterminé  dans  cbaque 
nature  d'expériences  par  cette  nature  même,  porte  le  nom  de  coef- 
ficient  de  régularitr. 

Si  l'on  prend  l'expression  de  la  probabilité  en  fonction  de  la 
valeur  abstraite  x,  en  posant 

la  probabilité  de  l'écart  x,  à  dx  jjrès,  aura  pour  valeur 

P  (  .r  )  :=  y  =  -— ;  e    ^  dx. 

y'2ir 

En  fonction  de  l'échelle  K  des  écarts,  on  aura 

Sf_ 

P(5):r=r=— 4=<-'     '•'''/'- 

K  \j'>.  T. 

Telle  est  la  loi  d(î  distribution  des  écarts  simples.  On  voit  que 
la  loi  de  dislrihution  drs  écarts  proportionnels  reste  inva- 
riable quelle  que  soit  la  nature  du  phénomène  ;  celle-ci  fait  seu- 
lement varier  réclielie  à  laquelle  doivent  être  mesurés  lesdits 
écarts  pour  tomber  sous  l'application  de  la  formule. 
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Loi  de  Bernoulli. 

r>.  En  désignanl  par  m  le  nombre  des  causes  en  jeu,  nous 
avons  posé 

ni  dx^  ^^  I , 
soit 

nidV-  =  K^  =r  —- - . 

Or,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dir<%  //  est  une  quantité  détermi- 
née par  la  nature  même  des  écarts,  dont  la  distribution  suit  une  loi 
de  répartition  invariable  suivant  leur  grandeur  relative,  c'est- 
à-dire  rapportée  à  l'échelle  convenue  — —i  mais  dont  la  grandeur 

h  y/ 1 

intrinsèque  dépend  de  leur  nature,  qui  fixe  celle  de  cette  échelle. 
On  voit  donc  que  V approximation  do  obtenue  est  en  raison  in- 
verse de  la  racine  carrée  de  m,  c'est-à-dire  du  nombre  des 
causes  mises  en  jeu. 

Cette  relation,  à  laquelle  on  serait  tenté  de  n'attacher  aucune 
importance  sous  cette  forme  un  peu  vague,  est  au  contraire  la  plus 
précieuse  règle  que  le  Calcul  des  probabilités  mette  à  la  disposi- 
tion des  expérimentateurs. 

Dans  toute  méthode  rationnelle  d'expérimentation,  on  recherche 
un  résultat  normal  au  moyen  d'une  série  d'expériences  qui  four- 
nissent un  certain  nombre  de  résultats  particuliers  présentant 
entre  eux  des  divergences  plus  ou  moins  considérables.  Ces  résul- 
tats, étant  censés  mériter  le  même  degré  de  confiance,  entrent  au 
même  titre  dans  le  calcul  du  résultat  normal,  et  dès  lors  on  devra 
considérer  celui-ci  comme  n'étant  autre  que  leur  moyenne  arith- 
métique. Cette  conclusion  serait  absolument  rigoureuse  si  le 
nombre  des  l'ésultats  servant  à  établir  le  résultat  moyen  était 
infini,  car  les  écarts  de  chacun  d'eux  d'avec  le  résultat  normal  se 
trouveraient  distribués  suivant  lu  loi  de  probabilité,  et  leur  somme 
algébrique  serait  nulle  (  '). 


(')  Notons,  en  passant,  que  lorsque  les  expériences  doivent,  pour  des  raisons  oii- 
9<;rvées  et  discutées  en  deliors  du  calcul  de  la  moyenne,  être  considérées  comme 
méritant  îles  deprcs  divers  de  confiance,  pour  tenir  compte  de  celui-ci.  on  leva- 
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Lr  nombre  des  expériences  étant  nécessairenienl  limité,  on  n'ob- 
tiendra pas,  parla  moyenne  des  résultats  particuliers,  rigoureuse- 
ment le  résultat  normal,  mais  seulement  une  approximation  de 
celui-ci,  approximation  évidemment  d'autant  plus  grande  que  le 
nombre  des  expériences,  s'élevant  davantage,  devra  inspirer  une 
confiance  plus  complète. 

Ce  degré  de  confiance  trouve  sa  mesure  dans  la  relation 

et,  nous  le  répétons,  c'est,  au  point  de  \uc  de  la  conduite  des 
expériences,  la  règle  la  plus  utile  fournie  par  la  théorie  aux  prati- 
ciens. 

A  quoi  revient,  en  effet,  la  division  indéfiniment  poussée  de 
l'écart  en  écart  élémentaire?  A  un  premier  point  de  vue,  elle  rap- 
proche de  plus  en  plus  les  conditions  du  problème  des  conditions 
idéales  qui  ne  sont  autres  que  celles  mêmes  des  faits  naturels,  dont 
les  lois  continues  n'admettent  point  de  variations  brusques,  mais 
de  simples  modifications  insensiblement  variables  des  causes.  Et 
c'est  là  ce  qui  nous  autorise,  à  l'encontre  de  beaucoup  de  per- 
sonnes n'avant  sans  doute  qu'insuffisamment  mûri  cette  sorte 
d'études  au  point  de  vue  philosophique,  h  considérer  le  Calcul 
des  probabilités  comme  l'expression  la  plus  complète  de  la  vérité 
dans  l'ordre  des  faits  naturels. 

Au  second  point  de  vue,  la  division  de  lécart,  ou  uiultiplication 
du  nombre  d'écarts  élémentaires  dont  il  est  la  résultante,  revient  à 
une  multiplication  du  nombre  des  cas  possibles.  Dans  cet  ordre 
d'idées,  le  nombre  m  des  causes  élémentaires  d'écart  mises  en  jeu 
aura  pour  facteur  le  nombre  des  expériences,  le  fait  du  renqjlace- 
ment  d'une  expérience  pary;  autres  revenant  au  ieu)placement  des 
causes  qui  en  déterminent  le  résultat  par  la  iu<)\eune  de  />  causes 
identiques,  ou  la  somme  de  jj  causes  caj)ablcs   individuellement 


lucra,  sous  in  nom  do  jioids  du  n'sulliil  [)arli(iili('r,  on  considi'i'anl.  cliiuiuo  n'-siillat 
comme  représentant  un  fjroupc  de  résultais  en  nomlire  proportionnel  au  poids  du 
résultat.  C'est  le  suirraRc  à  doux  degrés  porfoolionné,  chaque  électeur  du  deuxième 
dcfçré  disposant  d'un  nonihro  de  voix  épal  à  ((liii  do  ses  commettants,  système  qui 
ne  man(|ucrail  pas  <io  loi;i(|uo.  ol  (|ui  a  î-Xv  iiii--  on  avant  par  un  •'■oonnnii^lo  anp;lais 
dans  ces  derniers  Iruips. 


d\in  écaiL  clciiieiilaiic /^  iois  moindre.  On  peut  donc  consicicier /// 
comnKî  représentant  proportionnellement  le  nombre  des  expé- 
riences sur  lesquelles  est  basée  la  détermination  du  résultat  nor- 
mal ;  la  relation 

soit 

//  y  2    y///t 

exprime  donc  que  l'erreur  d'approximation  des  écarts  conqités  à 
partir  du  résultat  normal  est  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée 
du  nombre  des  expériences  sur  lesquelles  est  basée  la  détermina- 
lion  du  résultat  moyen,  considéré  comme  résultat  normal. 

Ainsi  les  écarts  que  l'on  a  la  même  probabilité  de  ne  pas  dé- 
passer dans  la  dclermination  du  point  moyen  (ou  résultat  nor- 
mal) sont  proportionnels  à 

I  K 


c'est-à-dire  en  raison  de  Véehelle  même  des  écarts,  dépendant  de 
la  nature  du  phénomène,  et  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée 
du  nombre  des  expériences  qui  ont  servi  à  l'établir. 

G.  L'importance  de  ce  résultat  nous  engage  à  insister  sur  sa  dé- 
monstration, que  rendra  plus  claire  l'examen  des  résultats  d'une 
série  d'expériences. 

Considérons  une  quantité  quelconque  dont  on  ait  relevé  un 
nondjre  considérable  de  valeurs.  Si  ce  nombre  en  était  infini,  la 
distribution  des  écarts  des  valeurs  diverses  d'avec  la  valeur  nor- 
male, ou  moyenne,  eût  été  faite  exactement  d'après  la  loi  de  pro- 
babilité; avec  un  nombre  simplement  très  grand,  cette  distribution 
s'approchera  seulement  de  cet  idéal  et  l'on  obtiendra  une  approxi- 
mation de  la  loi  de  probabilité  de  la  manière  suivante. 

Représentons  individuellement  chaque  écart  par  un  poids  fixe 
que  nous  placerons  sur  une  droite  fixe,  axe  des  écarts,  à  une  dis- 
tance de  l'origine,  représentative  de  la  valeur  normale,  égale  à 
l'écart  mesuré   à    une  écdielle,   d'ailleurs   (pielconque,    en    rapport 


-  80  - 

avec  la  nature  des  laits  soumis  à  l'expérience.  Soient />  le  poids  iixe 
d'un  écart  individuel  et  N  le  nombre  des  écarts,  soit  des  expé- 
riences; N/)  sera  le  poids  total  dont  est  chargé  Taxe  des  écarts.  Il 
est  visible  que,  si  une  portion  de  cet  axe  se  trouve  ainsi  chargée 
d'un  poids  P,  la  probabilité  que,  dans  une  expérience  faisant  ou 
non  partie  de  la  série,  mais  exécutée  dans  les  mêmes  conditions, 
l'écart  sera  compris  entre  les  deux  limites  mesurées  par  les  dis- 
tances  lie  l'origine  aux  deux  extrémités  de  cette  portion  de  l'axe 

1* 

sera  égale  au  rapport  :^^ —  des  poids  de  la  poi'tion  désignée  et  de  la 

totalité  de  l'axe. 

Supposons  construite  la  courbe  indice  de  probabilité,  et  dési- 
gnons par  S  la  surlace  totale  comprise  entre  la  courbe  et  son 
asymptote,  axe  des  écarts,  et  par  s  la  surlace  comprise  entre  la 
courbe,  l'axe  des  écarts  et  les  deux  ordonnées  correspondant  aux 
écarts  o  et  o'.  Soit  de  plus  Ao  le  côté  du  carré  dont  la  surface  Ao-' 
est  contenue  N  lois  dans  S  =  N.  Ao-,  A  partir  de  l'asymptote  et  de 
sa  perpendiculaire  par  l'origine,  construisons  un  réseau  de  paral- 
lèles aux  deux  droites  à  l'équidistance  Ao;  elles  formeront  un  qua- 
drillage dont  les  éléments  superficiels  auront  Ao-  pour  surface.  Il 
est  visible  que  le  nombre  des  carreaux  compris  entre  deux  ordon- 
nées et  la  courbe  est  le  même  que  celui  des  poids  />  placés  sur  l'axe 
des  écarts  et  que  par  conséquent  il  y  a  une  distance  inférieure  à  Ao 
entre  les  deux  extrémités  de  la  portion  de  l'axe  chargée  d'un  poids 
P=  np  et  les  pieds  des  ordonnées  du  quadrillage  détachant  une 
surface  5  =  /?  .Ao-.  L'écart,  ayant  une  probabilité  déterminée,  est 
donc,  à  l'aide  des  poids  ou  des  expériences,  déterminé  à  une  ap- 
proximation Ao  =  \/  ^  près,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  que  cette  démonstration  est  indépendante  de  l'expression 
même  de  la  loi  de  probabilité. 

Approximation  probable  d'un  résultat  moyen  obtenu. 

7.  Lorsqu'on  a  cherché  une  grandeur  par  une  série  d'expé- 
riences, on  a  déterminé  ïa/noyrnne  rz/f^/'h/if/ne  des  valeurs  parti- 
culières qu'elle  prend  dans  chacune  des  expériences  particulières; 
cette  moyenne  X  est  admise  comme  représentant  la  valeur  rrr/ie. 
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\']n  oiilrc,  l;i  conipuraison  des  résiillals  jiidn  idiicls  avec  le  rcsiillal 
moyen,  loujours  admis  comme  rigoureusemenl  exact,  lait  connaître 
Icmodiile/t  dont  déj)cnd  la  rég-ularité  du  phénomène,  et  qui  permet 
de  calcider  les  prohabiiités  de  tel  ou  tel  écart  à  craindre. 

Mais,  le  nombre  des  cas  expérimentés  étant  nécessairement  res- 
treint, le  résultat  moyen  obtenu  s'écartera  toujours  [)bis  ou  moins 
du  résultat  ty[)C,  de  la  valeur  vraie  qui  se  représenterait  invaria- 
blement à  tous  les  coups,  s'il  était  possible  de  faire  disparaître 
toute  cause  de  divergence  entre  les  différents  cas.  La  vérité  ab- 
solue nous  échappe  fatalement,  et,  selon  l'expression  on  ne  peut 
plus  juste  de  M.  Jouffret,  alors  même  que  le  hasard  nous  fourni- 
rait une  valeur  de  cette  nature,  nous  n'en  pourrions  rien  savoir. 
La  valeur  moyenne  ol)tcnue  ne  doit  donc  être  considérée  que 
comme  la  plus  probable  des  valeurs  que  l'on  pourrait  assigner  à 
la  grandeur  cherchée. 

Toutefois,  au  prix  d'une  somme  suffisante  de  travail  expérimen- 
tal, il  est  toujours  possible,  sinon  de  parvenir  à  la  vérité  absolue, 
du  moins,  en  multipliant  convenablement  les  expériences,  d'en 
approcher  aussi  près  que  l'on  voudra.  Cette  puissane*^  iM(h';iiiiie  d(; 
la  répétition  des  épreuves  au  point  de  vue  de  la  ri>iueur  du.  ré- 
sultat moyen  a  été  mise  en  évidence  pour  la  première  fois  par 
Bcrnoulli,  qui  a  énoncé  la  loi  suivante,  (ixant  la  mesure  de  l'erreur 
à  craindre  sur  le  résultat  moyen  en  raison  du  nombre  et  de  la  na- 
ture des  expériences. 

THÉoniiME.  —  Soient  X.  la  valeur  moyenne  cl' une  quantité  et  n 
le  nombre  des  valeurs  individuelles  x  relevées  dans  les  expé- 
riences; si  Von  désigne  par  t  un  nombre  quelconque,  il  y  a  une 
probabilité  égale  à  O(^)  que  la  valeur  vraie  cherchée  est  com- 
prise entre  les  deux  limites 

^  t  ^.  t 

et    \  -I- 


h  y  /?  h  \/n 

c'est-à-dire   que    l'écart    entre    la    l'aleur    vraie    et    la    >'( fleur 

nujycn ne  ne  dépasse  pas —•,  le  symbole  0(/)  représentant  la 

h  V  n  "^ 

probabilité,^ 
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(lU  un  écart  isolr  sera  <iu  ninxiniiim  ('gel  <t  -.  m  valeur  ab- 
solue. 

La  dénionslialion  de  ce  principe  découle  iniinédiotenient  de  ce 
que  nous  avons  dit  plus  haut.  L'écart  Ao  du  point  moyen,  c'est-à- 
dii'e  l'approximation  avec  laquelle  /;?  expériences  le  déterminent, 

est  proportionnel  à  -^rr-  Or,  si  l'on  se  borne  à  une  expérience,  fai- 

sant  /??  1=  I ,  il  est  évident  que  les  deux  écarts,  celui  du  point  moyen 
par  rapport  au  point  particulier  qui  seul  le  délermine,  et  celui  de 
ce  dernier  par  rapport  au  point  moyen,  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires, et  de  plus,  étant  solidaires  et  relatifs  l'un  de  l'autre,  ils 
ont  même  probabilité  pour  une  même  valeur  déterminée.  Dansée 
cas  le  module  de  convergence  du  point  moyen  est  donc  le  même 
que  celui  du  point  particulier,  et  l'on  a  la  probabilité   0(f)  que 

l'écart  sur  le  point  movcn  ne  dépassera  j-,  comme  l'on  aurait  cette 

probabilité  que  l'écart  d'un  point  particulier  par  ra[)port  au  point 
moyen  restera  inférieur  ou  au  plus  égal  à  cette  quantité. 

Si  l'on  base  la  rccberche  du  point  moyen  sur  ji  expériences, 
l'écart  que  l'on  a  la  probabilité  0( /)  de  ne  pas  dépasser  sera  avec 

le  précédent  dans  le  rapport  —;=,  et  par  suite  égal  à  — -=• 

sj  n  li\/n 

Détermination  du  coefficient  de  régularité. 

8.  Pour  comparer  les  écarts  de  deux  séries  d'expériences  prove- 
nant d'état  de  choses  constant  dans  une  même  série,  mais  différent 
d'une  série  à  l'autre,  soient  A,  et  //^  les  deux  coefficients  de  régu- 
larité correspondants;  les  écarts  o,  et  Oo  de  l'une  et  l'autre  série, 
accouplés  de  telle  sorte  que  l'on  ail 

auront  même  probal)ilifé  de  ne  pas  être  (b'passés  dans  l'un  et 
l'autre  cas. 

Le  coefficient  de  régularité  est  donc  eu  rapport  inverse  de  l'é- 
chelle des  écarts,  c'est-à-dire  des  écails  (pii  oui  la  uk'uic  probal)!- 
lité  de  ne  pas  être  dépassés. 


-  s;^  - 

Ladclerniinalion  do  cecoellicienl,  ('|:;alrin('iU(()iinu  sous  les  noms 
lie  DKxhilc  de  cnuK-rr^cncc,  mrsiirc  de  la  prrcisioii,  s'oblienl  an 
nioyoïi  (l<'S  rclalioiis  ci-dessous. 

1"  Ecart  moyen.  —  Soit  //  le  nombre  des  écarts  compris 
entre  o  et  o  -f-  r/o,  N  étant  le  nombic  total  des  écarts  (ou  nombre 
des  expériences);  on  aura 

L'écart  moyen  |ji.  ou  moyenne  arithmétique  des  valeiirs  absobics  ±:  o 
de  tous  b'S  éeails  s'évabie  (acdemcnt  : 


[Jl  =  2    /  ^  e-'''-*V/0  = 


i"  Jù-aft  Diovi'ti  quadratirjiie.  —  Cette  quantité,  l'unité  à  la- 
quelle il  est  le  plus  commode  pour  les  calculs  de  rapporter  les 
écarts,  est  l'écart  fictif  dont  le  carré  est  la  moyenne  arithmétique 
des  carrés  de  tous  les  écarts.  En  le  désignant  par  s,  on  aura 


lio-  ,.,.    ,^  I 

—=-  e~''-^-dZ  —  —y-  —  K\ 


V 

L'écart  moyen  quadratique  n'est  donc  autre  que  l'échelle  des 
écarts  que  nous  ayons  été  amené  à  employer  dans  le  ralenl  de  la 
|)robabililé. 

Les  relations  entre  les  divers  modules, 


1 

^(±0) 

1 

A  y. 
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permettent  de  les  déterminer  pratiquement  d  un(?  manière  approxi- 
mative, en  traitant  le  nombre  limité' N  d'expériences  faites  comme 
si  ce  nombie  était  infnii. 

9.   Nous  n'ajouterons  (pi'un  mot  sur  les  écarts  simultanés  dus  à 
des  causes  différentes  c[  indépendantes  les  unes  des  autres. 


-  Hi  - 

Dans  le  cas  de  deux,  cliaque  écart  parliciilicr  complexe  esl  la 
résiillanlc  des  deux  écarts  particuliers  correspondants  dus  à  cha- 
cune des  causes  résultantes  des  groupes  de  causes  élémentaires  de 
même  nature.  En  conséquence,  soit  A  l'écart  résultant  des  écarts  o 
et  ô',  dus  aux  deux  causes  distinctes  dont  les  natures  particulières 
peuvent  d'ailleurs  être  soit  similaires,  soit  difTérentes;  sa  probabi- 
lité sera 

en  désignant  par  h  et  h'  les  coefficients  de  régularité  relatifs  aux 
deux  écarts  composants. 

Deux  cas  principaux  sont  à  considérer  : 

i"  Les  écarts  o  et  o'  sont  de  même  nature  et  susceptibles  de  s'a- 
jouter. L'écart  A  est  alors  leur  somme  algébrique  et  sa  probabilité 
deviendra  la  somme  de  toutes  les  probabilités  élémentaires,  telles 
que  la  précédente,  pour  lesquelles  on  aura 

On  voit  aisément  que,  si  l'on  pose 

I  I  I 

lP  =  A^  +  A-' 

cette  prol)abilité  n'est  autre  que 

Ce  résultat  généralisé  montre  que  :  lorsqu'un  écart  est  la  résul- 
tante de  plusieurs  écarts  de  même  nature  dus  à  des  causes  indé- 
pendantes, la  loi  de  probabilité  de  l'écart  résultant  est  la  même  que 
s'il  était  dû  à  une  seule  nature  de  cause,  mais  le  carré  de  l'écart 
moven  quadratique  est  la  somme  des  carrés  des  écarts  moyens  qua- 
dratiques composants. 

2°  Les  écarts  de  nature  analogue  ne  sont  pas  superposables, 
mais  assimilables  à  des  écarts  simultanés  dans  deux  directions  dif- 
férentes, tels  que  les  écarts  en  portée  et  en  direction  d'une  arme  à 
Icu.  l^ans  ce  cas,  posons 


Sri  - 


Oïl  voit  (|(ic  les  courhcs  d  ('-^alc  |)r(>lial)ililc  ^()lll  des  ellipses  c(ni- 
(;cnLn"([ues,  avaiil  |)()iti'  dcmi-cliaiiiriics  conjumiés  dans  les  diiec- 
lions  des  écarts 

X  X 

7.      '''     V 

On  voit  immédiatement  aussi  que  les  surfaces  totales  des  eliij)ses 
défraie  jirobabilité  ont  plus  de  chance  de  renlermer  l'extrémité  de 
l'écart  ([ue  toute  surface  autre  d'aire  équivalente. 

10.  Terminons  par  quchjues  observations  a_)ant  pour  objet  de 
lever  une  difficulté  apparente  à  laquelle  nous  n'aurions  peut-être 
jamais  sonyé  sans  les  critiques  insuffisamment  mûries  à  noire  avis, 
dont  les  courbes  d'égale  probabilité  dans  le  tir  sur  écran  plan  ont 
été  l'objet  il  y  a  quelques  années. 

Si  Ton  examine  un  Tableau  de  probabilité  dressé  suivant  b^s  va- 
leurs de  ^{t),  on  est  immédiatement  frappé  de  l'absence  de  limite 
à  la  grandeur  des  écarts  auxquels  est  sujet  le  phénomène.  Or  il  est 
évident  que  l'écart  de  la  quantité  en  jeu  par  rapport  à  sa  valeur 
normale  ne  saurait  être  infini. 

Nous  expliquerons  tout  à  l'heure  la  cause  de  cette  absurdité  ap- 
parente des  résultats  déduits  de  la  courbe  de  probabilité.  Disons 
tout  d'abord  que  la  loi  de  probabilité  ne  réglant,  ainsi  que  nous 
l'avons  observé  dans  le  principe,  que  la  fréquence  des  écarts  peu 
considérables,  nous  pourrions  dès  à  présent  laisser  passer  celte 
anomalie  sans  y  prêter  attention. 

Dans  le  numéro  d'avril  1877  de  Idlievite  (P Artillerie,  cette  ab- 
sence de  limite  imposée  aux  écarts  [)ar  la  loi  de  probabilité  a  servi 
d'arme  à  M.  Bréger  pour  combattre  les  elli])ses  iso|)robables  qui 
ne  sauraient,  suivant  lui,  jouir  de  cette  pro[>riété,  la  courbe  de  pro- 
babilité zéro  devant  être  le  rectangle  formé  par  les  écarts  maxima 
en  portée  d'une  part,  en  direction  de  l'autre.  Sans  réfuter  les  er- 
reurs d'un  tel  raisonnement,  ni  nous  retrancher  derrière  ce  fait 
ijue  la  loi  n'est  plus  applicable  aux  écarts  considérables,  nous  fe- 
rons simplement  observer  que,  bien  que  les  écarts  ne  puissent 
s'étendre  à  l'infini,  la  limite  absolue  dans  laquelle  ils  restent  cir- 
consciils  pour  un  sujet  déterminé  nous  échappe  totalement,  aussi 
hicii  comme  conception  que  comme  réalité  ;  il  ne  saurait,  à  pro- 
prenuMil  parler,  v  avoir  de  «-ourbc  de  probabililé  nulle  :  et.  s'd  \  avaii 


—  so  — 

1111  lieu  yéoinéuique  de  proljabililé  iiiillf,  il  Cdriipreiiclrait,  au  ticla 
de  celle  lisière  fictive,  tout  l'espace  exlérieur  coriespondanl  à  des 
écarts  supérieurs  à  l'écart  limité  et  ne  pouvant,  a  fortiori,  se  pré- 
senter. En  léallté,  la  limite  des  écarls  nous  échappe  fatalement,  cl 
il  ne  nous  est  point  loisible  de  raisonner  sur  elle  comme  sur  une 
quantité  déterminée.  Les  seules  quantités  de  cette  nature  dont  nous 
pouvons  avoir  connaissance  sont  les  écarts  qui  se  préscntcronl 
une  fois  sur  dix,  ime  Ibis  sur  cent,  une  tbis  sur  mille,  et  pour  ceux- 
là,  même  ceux  qui  sont  fort  rares,  les  Tableaux  de  probabilité  nous 
assignent  toujours  un  écart  non  seulement  fini,  mais  assez  restreint, 
et  par  conséquent,  malgré  la  restriction  originelle,  la  loi  des  écarts 
leur  est  applicable. 

L'aljsenee  de  limite  assignée  aux  écarts  par  la  loi  de  probabilité 
a  d'ailleurs  son  origine  dans  la  méthode  de  calcul  «miployéc  pour 
Qx^Yimev  appro.riinalivcnicnt  en  cliiffroa  les  résultats  de  la  théo- 
rie, méthode  basée  sur  la  proportionnalité  des  effets  aux  causes,  qui 
en  restreint  l'application  aux  écarts  modérés,  l'approximation  de 
la  probabilité  des  auti^es  restant  tout  à  fait  illusoire. 

Quelle  que  soit  l'hypothèse  imaginée  pour  déterminer  par  le 
calcul  la  loi  des  hasards,  elle  reviendra  fatalement  à  considérer  un 
écarl  donné  comme  la  résultante  des  écarts  simultanés  dus  à  toutes 
les  causes  accessoires  influant  sur  le  phénomène.  Prises  à  pari, 
ces  causes  sont  en  général  innoml)rablcs,  mais  en  nombre  fini 
pourtant.  Les  écarls,  dont  chacun  pris  individuellement  résulte  de 
la  simultanéité  des  valeurs  particulières  correspondantes  de  toutes 
ces  causes,  seront  en  nombre  égal  à  celui  des  combinaisons  de 
toutes  ces  causes  en  svstèmes  correspondants,  par  suite  en  nombre 
fini,  quoique  incomparablement  supérieur  au  jirécédenl.  Par  con- 
séquent, les  écarts  résultants  de  même  j)robabililé,  c'est-à-dire  ceux 
qui  se  reproduisent  le  même  nombre  de  fois  dans  la  totalité  des  cas 
qui  peuvent  se  présenter,  formeront,  parleurs  extrémités  sur  l'écran, 
une  série  de  points  régulièrement  distribués,  d'autant  plus  serrés 
que  les  causes  seront  plus  nombreuses,  ou  plus  divisées  si  l'on  con- 
sidère chacune  d'elles  comme  la  résultante  de  causes  seuiblables. 
La  courbe  de  j)robal)ilité  égale  est  rimagc  limite,  ou  abstraction, 
de  la  courbe  |)oiicluée,  représentation  exacte  de  la  ligure  lorméc 
parles  point--  i  rpn'-srDiaiil  les  écarls  en  mmiltrc  (iin .  bien  (|ii  iiias- 
si2n;d)]r. 
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Le  Miude  (It;  talciil  L'iiiploNcse  IrouM-  ainsi  coii^^Irh'iiK'iil  )iis- 
lllié  sans  qu'il  y  ait  lieu  de  se  préoecupcr  de  cet  écart  déiiiesiiré 
qui  s'introduit  l'urtivcment  (d'ailleurs  comme  application  de  la  for- 
mule à  un  cas  exclu  aprio/i),  mais  auquel  le  calcul  lui-même, 
sans  que  la  limite  du  possible  puisse  être  pour  cela  nettement  ré- 
vélée, assigne  une  im|)r()l)aljilité  assez  voisine  de  l'impossibilité 
pour  qu'il  n'v  ait  pas  lieu  d'en  tenir  com|)tc.  On  est  en  droit  d'en 
considérer  Vah'd  apparent  comme  erreur  d'approximation  dans  le 
calcul  des  chances,  et  la  source  s'en  trouve  dans  cette  division  à 
l'inlinl  des  causes  physiques  en  un  groupe  de  causes  théoricpies,  se 
condjinant  entre  elles  pour  multiplier  de  même  les  écarts  élémen- 
taires dont  se  compose  un  écart  réel,  ce  qui,  d'après  la  rapidité 
d'accroissement  du  nombre  des  combinaisons  avec  le  nombre  des 
éléments  combinés,  rend  démesurément  plus  considérable,  à  chaque 
division  nouvelle  des  causes,  l'improbabilité  de  l'écart  résultant  de 
la  combinaison  dans  le  même  sens  de  tous  les  écarts  élémentaires, 
tandis  que  les  écarts  naturels  conservent  arithmétiquement  la  même 
probabilité  avec  une  approximation  d'autant  plus  gx^ande  et  plus 
véiùtablement  figurée  par  la  loi  des  hasards. 

Cette  loi,  il  ne  faut  jamais  le  perdre  de  vue,  exprime  unique- 
ment une  sorte  de  pour  cent,  la  probabilité  qu'un  écart  ne  s'éloi- 
gnera pas  d'une  quantité  assignée  de  plus  qu'une  difïerence  Ao 
également  donnée.  Nous  terminerons  par  une  représentation  dia- 
grammique  de  cette  loi  qui  nous  paraît  la  mieux  imagée  :  tracer 
des  cercles  concentriques  d'égale  probabilité  (projections  sur  un 
j)Ian  convenable  des  ellipses  isoprobables)  distants  d'entre  eux 
d'une  longueur  égale  à  l'erreur  d'approximation  assignée  comme  li- 
mite à  la  mesure  des  écarts:  puis,  si  l'on  désire  les  probabilités  à  — 

n 

près,  chercher  la  prol>abilité  -j  d'atteindre  cliaquc  zone;  placer 
dans  l'intérieur  de  la  zone  annulaire  (  j  \  points,  c'esi-à-dire  le 

plus  grand  enllercontenu  dans  -  i  en  les  distribuant  régulièrement. 

Le  nombre  des  zones  sur  les(piclles  se  distribueront  les  points 
ligiiratifs  des  probabilités  se  limitera  ainsi  de  hii-mêmc  et  donnera 
de  lui-nièiiu' la  giaiideur des  ('cartsde  prol)abilil('' assignable,  (^^etlc 
|)i(>babilitf  ?cr,i  cvpnnK'r  en  /^"""-  par  le   nombre  de  point-   (ii;!!- 
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ralilb  a\aiil  l  écarl  eu  (jucslion  cl  les  résultais  spéculalifs  renlrcront 
idenliquement  dans  les  conditions  pratiques. 

Les  courbes  isoprobaljlcs  sont  bien  des  ellipses  :  mais  la  direction 
(le  leurs  axes,  loin  d'être  arbitraire,  ainsi  que  leurs  adversaires  sem- 
blent le  supposer  pour  les  coml)altre,  est  déterminée  de  la  manière 
la  plus  précise. 

Dans  le  cas  du  tir  des  armes  à  feu,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 
recourir  à  une  démonstration  par  le  calcul,  peut-être  fort  difficile 
à  imaginer,  cette  vérité  me  paraît  mise  hors  de  conteste  par  la 
simple  réflexion  suivante  : 

La  trajectoire  théorique,  ou  lieu  du  point  tV impact  moyen,  est 
une  courbe  gauche  autour  de  laquelle  tout  se  passe  dans  ses  plans 
normaux  clans  les  conditions  de  la  plus  parfaite  symétrie.  En  con- 
séquence, la  gerbe,  on  faisceau  des  trajectoires  indii-icluclfes,  a 
pour  surface  diamétrale  principale  la  surface  gauche  enveloppe 
des  plans  osculateurs  de  la  trajectoire  théorique,  soit  la  dévelop- 
pable  de  ses  normales  principales.  Sur  une  section  plane  de  la 
gerbe  normale  à  la  trajectoire,  les  axes  de  symétrie  des  courbes 
d'égale  probabilité  seront  évidemment  la  normale  principale  et  la 
perpendiculaire  au  plan  de  courbure.  Pour  toutes  les  sections 
obliques,  ce  seront  des  courbes  fort  rapprochées  des  projections  de 
ces  lignes.  Ces  axes  sont  d'ailleurs,  en  pratique,  représentés  avec 
une  approximation  très  suffisante  par  l'horizontale  et  la  trace  sur 
Técran  du  plan  vertical  passant  par  la  tangente  à  la  trajectoire  à 
laquelle  l'écran  cible  est  posé  normalement. 
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1:XÏUA1TS   DES   PKOCES-VEUBAUX 


SÉANCE  DU  5  NOVEMBRE  188U. 

PUÉSIDKNCL   l)i:   M.    JORDAN. 

Coniniunications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  la  Lransjonnalion  par  directions  réci- 
proques. 

M.  Halphen  :  Sur  la  recherche  cV une  courbe  de  troisième 
classe  tangente  en  neuf  points  à  une  courbe  du  troisième  degré 
donnée. 

M.  Steplianos:  Sur  les  formes  admettant  un  covariant  donné. 


SfîlANCE  DU  19  NOVEMBRE   1880. 

l'RÉSIDENCE    DE    M.    JORDAN. 

Election  :  M.  Jean  Guccia,  présenté  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  Jordan  et  Stephanos,  est  élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Humbert  :  Sur  une  formule  de  M.  Ilcrmite. 
M.  Jordan  :  Sur  ht  transformation  des  formes  en  elles-ménws 
jKtr  uni'  substilutinn  infinitésimale. 


SEANCE  DU  ;{  DÉCEMBRE   I88(». 

PRÉSIDENCE    DE    M.    JORDAN. 

\J .  (lonics    Prixeira  adresse   un    Mémoire    Sur  la   ihéoii.c  des 
mai  a  nui  ires. 
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ConiDtunicatiuns  : 

M.  Stephanos  :  Sut-  les  faisceaux  de  Junncs  binaires  avanL 
une  jacobienne  donnée. 

M.  Léauté  :  Sur  le  frottement  d'une  corde  enroulée  sur  un 
cylindre  quand  tous  deux  tournent  avec  une  grande  vitesse. 

M.  Jordan  :  Sur  le  théorème  d'Abel  relatif  à  la  convergence 
des  séries. 


SÉANCE  DU  -20  DÉCEMBRE  1880. 

PaiisiDKNCE    1)K   M.    JOUDAN. 

M,  Resal,  membre  de  l'Insliliil,  prolesseur  de  iMécani(jiie  à 
l'Ecole  Polylechnique,  membre  du  Conseil  de  la  Société  mathé- 
matique de  France,  adresse  sa  démission  de  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Weill  :  Sur  les  polygones  de  Poncelet. 
M.  Stephanos  :  Sur  les  formes  binaires. 


SÉANCE  DU  7  JANVIER  1881. 

l'I'.llsiDKNCK    DK    M.    .Ior,UA>. 

Comnuiniralions  : 

M.  Weill  :  Sur  (lueb/m's  cas  de  décomposition  des  liru.r  géo- 
métriques. 

.M.  Stephanos  :  Sui'  certaines  dircclions  de  transvcrsides  des 
courbes  al ^ébri(jucs,  (jui  atrrcspondcnt  aux  directions  des  axes 
des  coniques. 

M.  Iluuibcrt  :  Sur  le  lliéorcmc  de  Lcbcsgue  concernant  les 
Zones  (Vellipso'idc  à  di (férciuc  pbmi fialdi',  cl  sur  d'autres pro- 
fiosilidus  aiialoi^iics  obtenues  au  unncn  du  I hrorcnic  d  ibcl. 
l'/c/idu  iiu.f  i II  Ir^  raies  nui  II ipics. 
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SÉANCE  DU  "21  .lANVIliK   1  <SS  I 


l'UKSIDKNCK    Di:    AI.    JOllDVN. 


A  roccasion  du  lenoiivellcnicnl  du  Bureau,  M.  le  l^rc.sident,  se 
laisanl  l'inlcr|)rèU;  de  la  Société,  exprime  les  vifs  regrets  que  lui 
iusj)ire  la  perte  récente  de  M.  Cliaslcs,  (|ui,  après  avoii-  élé  l'un  de 
ses  fondateurs  et  son  premier  Président,  était  resté  son  Président 
d'honneur.  La  Société  s'associe,  à  l'unanimité  des  Membres  pré- 
sents, aux  regrets  exprimés  par  son  Président. 

Le  Bureau  et  le  Conseil  sont  renouvelés  connue  rindicjue  l'élal 
qui  est  au  eonunencement  du  \  olume. 

M.  de  Polignac,  au  nom  de  la  Connnission  des  Comptes,  donne 
lecture  du  Rapport  sur  la  gestion  du  Trésorier.  Les  conclusions  du 
rapporteur,  proposant  l'approbation  des  comptes  et  des  remercî- 
ments  au  Trésorier,  sont  votées  à  l'inianimité. 

La  Société  approuve  l'ouverture  d\i\i  crédit  de  3oo''  jjoui-  l'eii- 
\oi  d'une  circulaire  destinée  à  la  faire  connaître  et  à  provoquer 
de  nouvelles  adhésions. 

Elections  :  M.  \  anecek,  professeur  au  Lvcée  de  Jicin  (Bohème  ), 
et  i\L  (a'ctin,  prolesseur  au  Lvcée  Saint-J^ouis,  présentés  dans  la 
dernière  séance,  l'un  par  MAL  Collignon  et  Sle|)hanos,  l'autre  par 
iMM.  Halphen  etLaguerre,  sont  élus  Alembres  de  la  Société. 


SÉANCE  DU  4  FÉVIllEU  1881. 


riu:su)i:\cK  de  .m.  laoukurk. 


( 'oinniiiiiicdlioDs  : 

M.  Laguerre  :  Sur  la  séptinilion  des  racines  des  c.'/initions 
dont  le  premier  niendire  s(ilisj'(ii(  à  une  (''(/inilion  tincaire  du 
second  ordre. 

lAL  ïhunbert  :  Sur  hi  J'anclidn  (./•  —  i  f. 

\l.  Slcphanos  :  Sur  une  ^cnérctlis<ili<>i)  de  l-i  ihcnii,'  de  ]/.  L<t- 
mn'rrc  sur  lu  (ironnliir  de  dircclinn . 


-  9^2  — 

\1.  (le  MiirsilK  adresse  une  Noie  .S'///-  hi  lltroiie  des  fxtialli'les. 

M.  le  Paii;e  adresse  une  ÎNole  Sur  le  ikéorème  de  nuiltijdica- 
lion  des  déleiminants. 

M.  Laquière  adresse  un  Mémoire  inlilulé  Déinonstnitioiis 
élémentaires  des  lois  fondamentales  de  probabilité  des  écarts 
dans  les  méthodes  expérimentales. 

M.  Picquet  est  désigné  comme  délégué  de  la  Société  au  Congrès 
de  l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  à 
Alger. 


SÉANCE   DU    18  FÉVRIEK    ISsi 


IMIESIDE.NCK    DK   M.    LVGUERKE. 


Canimiinications  : 

M.  Jordan  :  Sur  la  coin'ergence  d'une  classe  de  séries  mul- 
tiples. 

M.  Steplianos  :  S/!r  les  nioin'eDients  osculatcurs  du  nunnemenl 
d'une  figure  plane  invariable  dans  son  plan. 

AI.  de  Polignac  :  Sur  la  représenlalion  analvliipie  des  sub- 
stitutions. 

M.  Weill  :  Sur  les  polygones  de  Poncelel . 


SÉANCE  DU  4  MARS  l.ssi. 

PRÉSIDENCE   DE   .M.    AN  DUE. 

(  (tm ni  un  ica l ions  : 

M.  Steplianos  :  Sur  la  représentation  des  déplacenwnls  dun 
plan  sur  lui-même  par  des  points  de  l'espace. 

Election  :  M.  Clicniiii.  ingénieur  des  Ponis  cl  Cliaiissces,  pré- 
senté à  la  dernièic  séance  par  MiM.  Lagiicrrc  cl  l'\)urct,  esl  élu 
Membre  de  la  Société. 


!i;{ 


SI^'ANCI-    Dr    IS   Î\|.\RS    IS.SI. 


l'UKSDKNcii:  nie  M.  i)i:  i'oi.k.nac 


Coinnuniicdtions  : 

M.  Jordan  :  Sur  la  reprcsculadon  fliin  nombre  on  d  une 
foi-nic  qu(i(lr(i>i(jU('  hinairc  jxir  des  formes  ([iiddnthfjues  (T  ordre 
queleon<iue . 

]\r.  WCill  :  Su)-  un  mode  de  <^énér(ilion  des  courbes  du  qua- 
trième de<iré  à  deux  points  doubles. 


SÉANCE   DU    l"'    AVKIL  iS81. 

PRÉSIDENCE   DE   M.  DE   POLIGNAC 

Communications  : 

M.  Slephanos  :  Sur  le  réseau  des  riuadiiques  eonjugiiées  à 
un  tétraèdre. 

M.  Halphen  :  Sur  l'intégration  des  équations  différent ieUes 
linéaires  n ayant  j)as  plus  de  trois  points  singuliers. 


SEANCE  DU   15  AVRIL   1881. 


PRESIDENCE   DE   M.    LAGUERRE. 


Communications  : 

M.  Slephanos  :  Sur  quelcjues  propriétés  des  formes  binaires. 

M.  Rodet  :  Sur  les  Tables  à  calcul  des  Romains  et  des  Grecs. 

Election  :  M.  Perott,  présenté  à  la  dernière  séance  par  MM.  La- 
i;ucrre  et  Fouret,  est  élu  Membre  de  la  Société;  sur  sa  deinaiidc, 
il  est  inscrit  comme  Sociétaire  perpétuel. 


-  ;»i  ^ 


S  K  AN  CE   DU   ()  MAI    ISSI 


'RKSIDENCE   DE   M.    LAGIERRE. 


Communications  : 

^ï.  Halphen  :  Sur  un  système  (Vrqualions  diffrrcntieUos. 
1\I.  Lafjucrro  :  Sur  le  t]i(''orrni(>  de  liudan  et  la  méthode  d'ap- 
pioximation  de  ISeivtnn. 


SÉANCE   DU   20  INI  AI    ISSI, 


PRESIDENCE   OE   M.   DE    POLIGNAC. 


Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  une  application  de  la  théorie  des  invariants 
différentiels  d'après  M.  Zeuthcn. 

M.  Halphen  :  Sur  un  système  cV équations  différentielles. 

M.  Stephanos  :  Sur  la  relation  qui  existe  entre  la  théorie  des 
directions  de  M.  Laguerre  et  la  Géométrie  des  sphères  de 
.]/.  Lie. 

La  Société  royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzig,  et  la  Société 
mathématicpie  d'Odessa  (Russie)  demandent  à  échanger  leurs 
publications  contre  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
F  l'an  ce. 

M.  F.  Briot,  capitaine  d'infanterie  de  la  marine,  adresse  un  Mé- 
moire intitulé  Théorie  des  équations  algéhrit/ues  et  essai  sur 
les  équations  Iranseendanles. 


OUVRAGES  ET  MÉMOIRES  REÇUS  DEPUIS  LE  :;  NOVEMBRE  1880. 

AL  L(''op.  Iliigo  :  Tradiiclioii  \\\\ci\\M\Ar  ArV Aperçu  hr<lorupie 
de  Chasics. 


-  m  — 

MM.  le  l'aide  et  l'\  lùAïc  :  Mr/noiii'  sur  Irs  ciKuhi'S  du  Iroi- 
sième  o/r/re  (V'^  Partie).  Bruxelles,  llaycz,  1880. 

M.  Zcullieïi  :  Cousfniclion  du  luiilu'nie  j)oint  conimiiii  (in.v 
surfaces  du  second  ordre  qui  prissent  par  sept  points  donnés. 

M.  Steplianos  :  Sur  tiu<d(pu's  surf(u:es  du  second  de<^ré  dont 
les  deux  svstènws  de  droites  ajipartiennent  à  des  complexes  li- 
néaires. 

M.  J.  Guccia  :  Sur  une  (d(/sse  de  surfaces  représenttddes  sur 
un  plan. 

Acadéniie  royale  de  Belgique  (Classe  des  Sciences)  :  Juu;enu'nt 
du  Concours  annuel  de  1880. 

M.  Laisant  :  lut rodiwtion  à  la  méthode  des  (/uaternions.  Paris, 
Gaulhier-Villars,   1881. 

INI.  d'Ovidio  :  A'ote  sur  les  formes  binaires  du  cinquième 
ordre.  Aote  sur  rjuelques  hyperboloïdes. 

(^ilel)sch  (traduction  par  M.  Bcnoist)  :  Leçons  sur  la  Géoniétrie 
(deuxième  Volume).  Paris,  Gauthier- Villars,  1881. 

M.  Gomes  Teixeira  :  Journal  des  Sciences  mat]iémati(/ues  et 
astronomiques  (Coïmhre,  vol.  I  et  II,  1878  et  1879). 

M.  Stephanos  :  Sur  la  théorie  des  connexes  conjugués. 

M.  Catalan  :  Note  sur  les  fonctions  X,;  de  Lcgenélre.  Note  sur 
la  (juadra turc  des  courbes  paraboliques.  Mémoire  sur  une  suite 
de  j)olynômes  entiers  et  sur  quelques  intégrales  définies. 

Extraits  de  trois  Lettres  adressées  par  M.  E.  Catalan  à  D.-B. 
Boncompagni. 

M.  Rodet  :  Note  sur  la  véritable  signification  de  la  notation 
numériciuc  inventée  par  Aryabhata. 

Note  sur  les  notations  numériciues  et  algébriques  antérieure- 
ment au  xvi^'  siècle. 

M.  Gentv  :  Applications  mécaniques  du  Cab  ul  des  quater- 
nions. 
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l*rt>l>(rn\c  conccrnanl  1rs  courbes  planes  du  liDisième  degré: 

par  M.  Halphea. 

(Séance  fin  5  novcml)rc  1880.) 

1.   Le  prol)lèmc  que  je  me  propose  de  traiter  est  le  suivant  : 

Etant  donnée  une  courbe  plane  du  troisième  degré,  trouver 
une  courbe  de  la  troisième  classe  rjui  soit  tangente  à  la  proposée 
en  neuf  points. 

D'après  une  élégante  proposition  due  à  M.  Cremona  ('),  la  lies- 
sienne  et  la  cayleyenne  d'un  même  réseau  de  coniques  sont  tan- 
gentes entre  elles  en  neuf  points.  Ces  courbes  sont  respectivement 
du  troisième  degré  et  de  la  troisième  classe.  De  plus,  ton  le  courbe 
du  troisième  degré  est,  de  trois  manières  différentes,  la  hessienne 
d'un  réseau  de  coniques.  11  lui  correspond  donc  trois  cavleyennes, 
qui,  toutes  trois,  donnent  des  solutions  du  problème  que  je  viens 
d'énoncer.  Ainsi  trois  solutions  sont  déjà  connues.  Il  s'agit  de 
reconnaître  s'il  en  existe  d'autres,  si  même  le  problème  est  déter- 
miné :  dans  un  cas  particulier,  en  effet,  comme  je  vais  le  montrer 
pour  commencer,  il  existe  une  infinité  de  solutions. 

Le  résultat  auquel  je  parviens  est  celui-ci  : 

i"  Si  la  cubique  donnée  est  écjuianharmonique,  le i>roblème 
admet  une  infinité  de  solutions.  Les  courbes  de  troisième  classe 
toucJiant  la  cubique  en  neuf  points  forment  un  système  dont 
ne  font  pas  partie  les  trois  cavleyennes.  Ces  dernières  donnent, 
en  outre,  trois  solutions  isolées. 

2"  Si  la  cubique  n'est  pas  écjuianharmonique.  il  n\Y  a  pas 
dciutre  solution  que  les  trois  cayleyennes. 

J'entre  maintenant  en  matière,  et  j'avertis  le  lecteur  qr>e  j  "cm  ploie 
les  caractères  italiques  j)our  les  coordonnées  des  poinls,  les  carac- 
tères grecs  pour  les  coordonnées  des  droites.  Ainsi  j",,  Xo,  jC;,  sont 
les  coordonnées  iiomogènos  (\u  point  .r,  et  ;, ,  ç^.,  Ç;j  les  coordonnées 
homogènes  de  la  droite  ç. 


I 


(')  Introduzione  ad  una  Icoria  geonielrica  dette  ciiive  piane,   \).    iid.  \iiii- 
«■•f;alonionl  PK.QurT,  Srxivmrs  /loiir/iir/.t  r/  /nnprn/ir/s  de  acctions  coni'f/iirs.  p.  lofi. 


—  •»/  — 

ii.    Soiciil  It's  deux  (•oiii'hcs 
(  I  )  .i]  -+-  .vl  4-  J^l  =  o, 

(2)  Xi.rf  +  Àa.r^  +  Xj^^  =o. 

Je  me  propose  de  dclerniiner  les  constantes  A  de  telle  sorte  (jih' 
ces  courbes  se  louchent.  Je  lais,  pour  un  instant,  x^  =  y-.Le  pro- 
blème est  alors  le  même  que  celui  d'établir  le  contact  entre  une 
conique  el  une  droite;  les  deux  équations  se  elianf;ent  eircetivenicnl 
en  celles-ci  : 

j1  +.)i  +yl  =o, 

r^a  condition  de  contact  est 

(3)  X^+X^  +  À^  =  o. 

Soit  supposée  remplie  cette  condition.  La  conique  et  la  droite  se 
touchent  en  un  point,)'.  INIais  les  équations 

■t'I  :  l'i  ::  .r:]  :  v-^  ::  jr'i  :  )-q 

font  correspondre  au  point  )'  neuf  points  .r.  Donc,  sous  la  con- 
dition (3),  les  courbes  (i)  et  {i)  se  touchent  en,  neuf  j>oinls.  Or 
la  courbe  (i)  est  une  cubique  équianharmonique,  la  courbe  (2)  est 
une  courbe  de  troisième  classe,  également  équianharmonique; 
ainsi  toute  cubique  équianliarîuoîiicjue  est  U enveloppe  cV un 
système  de  courbes  de  troisième  classe ,  dont  chacune  la  touche 
en  neuf  points. 

Cette  propriété  n'appartient  pas  aux  autres  cubiques;  pour  le 
("aire  voir,  je  vais  d'abord  démontrer  un  lemme. 

3.  Lkmme.  —  1"  Par  les  neuf  points  de  rebroussement  d\ine 
courbe  de  troisième  classe  (et)  passe  une  et  une  seule  courbe  du 
troisième  degré  (a). 

2"  Si  l'on  donne  (a),  la  courbe  (a)  de  troisième  classe  assu- 
jettie à  açoir  ses  neuf  points  de  rebroussement  sur  (a)  est  déter- 
minée de  trois  manières.  Il  y  a  exception  dans  le  seul  cas  où  (a) 
se  compose  de  trois  droites  :  s'il  en  est  ainsi,  il  \  a  une  in  fi  ni  te 
de  courbes  (a)  et  elles  sont  équianharmoniques. 

i\.  7 


-    W  — 
Soit  la  courbe  (  a)  rcprcscntée  par  léfjualion  langcnlielle 

Désignons  par  oi  une  racine  cubique  de  l'unité.  Les  coordonnées 
ponctuelles  des  neuf  points  de  rebroussement  s'obtiennent  de  la 
sorte  :  pour  Tun  d'eux  on  a 

-r i',  ui  '. ',  ^2  '  ^^  ' '  -^'3  '  —  2a, 

et  l'on  obtient  tous  les  autres  en  permutant  les  indices  i,  2,  3  et 
en  changeant  la  racine  cubique  to.  Par  ces  neuf  points  nous  devons 
mener  une  courbe  du  troisième  degré.  Je  partage  les  termes  de 
l'équation  de  cette  courbe  en  trois  groupes  PyjPjjPo,  comme  il 
suit  : 

1    j Cj  ^2 ^ 'A  ""     ^2      3       1  ~~'        3      1       2  ' 

P2=:  dxTsJcl  -i-  d^-Ti.rl  +  ds-T^J^l, 

en  sorte  que 

Po+Pi  +  P,=  o 

est  une  équation  générale  du  troisième  degré.  La  propriété  qui  dis- 
tingue les  trois  groupes  P,,,  P»,  Po  consiste  en  ce  que,  si  l'on  rem- 
place ^T),  .Ta  par  lojf  )  et  m-Xo,  chacun  de  ces  groupes  se  reproduit 
multiplié  par  une  puissance  de  to  dont  l'exposant  coïncide  avec 
l'indice  de  ce  groupe.  Considérons  donc  successivement  les  trois 
points  (i,  I, —  2rt),  (w,  M-,  —  2«),  (to-,  0),  —  2rt),  où  (0  est  mainte- 
nant imaginaire.  Étant  mises  dans  Pq,  P(,P2  'es  coordonnées  du 
premier  point,  nous  avons  les  trois  équations 


Po4-       p, 

+          P2^0, 

Po+wPl 

H-  co-I^2  =  O' 

Po+coM» 

+  to  V^—o, 

c'est-à-dire 

Po=o,     P,r=o,     p2=o. 

Les  équations  relatives  aux  autres  points  s'obtiennent  j^ar  la  per- 
mulation  des  indices  dans  ces  dernières  équations.  De  là  résulte 
cette  conséquence  :  P,  et  Pa  sont  identiquement  nuls,  et  P^  a  la 
forme 


—  ',)•.)  — 

Le  seul  cas  d'cxccplion  où  P(  cl  V^  "C  sont  pas  idcnliquenient  nuls 
a  lieu  sous  la  condilion  Ha^-f-  i  =  o,  qui  caractérise  la  icducLion 
de  la  courbe  (4)  à  trois  points.  Ce  cas  écarté,  nous  trouvons  poiii- 
unique  solution  la  cul)ique 

(5)  irj-h  ^^  + j:^  +  6(7j;-i.-r,,r3^r:  o, 

dont  le  paramètre  a  est  donné  par  la  formule 

I  —  :',  a» 


(6)  a  = 


6a 


Ceci  démontre  la  première  partie  du  lemme.  La  seconde  partie  s'en 
déduit  aisément.  EfFcctivement  les  courbes  (4)  et  (5)  étant  simul- 
tanément réduites  aux  équations  canoniques,  on  voit  que,  si  l'on 
donne  l'équation  (5)  pour  la  courbe  (r/),  on  en  conclura  l'équation 
(4)  pour  la  courbe  (a),  et  le  paramètre  a,  susceptible  de  trois  déter- 
minations, sera  fourni  par  la  relation  (6). 

Il  y  a  toutefois  exception  pour  le  cas  où  l'équation  (5)  se  réduit 
à  son  dernier  terme,  XiX2iJC3=^  o.  Ce  cas  provient  de  l'hypothèse 
a=  o.  S'il  en  est  ainsi,  la  courbe  (a)  a  une  infinité  de  détermi- 
nations, dont  la  forme  est 

et  dans  laquelle  les  coefficients  pi  sont  entièrement  arbitraires.  On 
sait  en  effet  que,  pour  une  courbe  de  troisième  classe  équianhar- 
monique,  les  points  de  rebroussement  sont  distribués  sur  trois 
droites. 

C'est  aussi  le  même  cas  d'exception  qui  s'offre  si  l'on  suppose 
que  l'équation  (5),  bien  que  complète,  représente  trois  droites, 
c'est-à-dire  si  l'on  suppose  Sa^  -f-  i  =  o.  Il  est  bien  A'rai  que  l'équa- 
tion simultanée  des  trois  droites,  mise  sous  la  forme  (5),  conduit 
de  trois  manières  seulement  à  l'équation  (4).  Mais  l'équation  des 
trois  droites  peut  être  mise  d'une  infinité  de  manières  sous  la 
forme  (5).  Les  conclusions  sont  donc  ici  les  mêmes  que  dans  le  cas 
précédent;  la  seconde  partie  <]u  IcMiime  est  pleinement  justifiée 

4.  Au  mo\en  de  ce  lemme,  je  peux  maintenant  prouver  que  /a 
ci/htr///r  rt//.'u//)/////'nio/if'f///r   est    hi  srnlr  rithiijuc  qui  soit  Ifin- 
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fj^cnte  en  neuf  points  à  chacune  des  courbes  de  troisième  classe 
faisant  partie  d\in  système. 

Soit  (^)  une  cubique  donnée,  que  je  suppose  être  l'enveloppe  de 
courbes  (a)  de  troisième  classe,  toucbant  chacune  {h')  en  neuf 
points.  Envisageons  une  de  ces  courbes  (a)  et  les  neuf"  tangentes 
qu'elle  a  en  commun  avec  {h\  Ces  tangentes  lui  sont  aussi  com- 
munes avec  la  courbe  du  svstème  qui  diffère  infiniment  peu  de  (a). 
Elles  sont  donc  les  pivots  d'un  faisceau  tangcntiel  de  courbes  de 
troisième  classe  a  +  [jLa'=  o.  La  cubique  (6)  est  tangente  aux  neuf 
pivots  de  ce  faisceau.  Son  équation  tangentielleest  du  sixième  degré. 
Celte  équation  tangentielle  a  donc  pour  premier  meml)re  une  forme 
quadratique  homogène  de  a  et  a'.  En  désignant  |>ar  |ii,  j^',  ^"  trois 
combinaisons  linéaires  convenables  de  a,  a',  je  peux  écrire  Téfjua- 
tion  tangentielle  de  {h)  sous  la  forme 


.l'en  conclus  que  la  cubique  (6)  est  l'enveloppe  des  courbes  du 
svstème  défini  par  l'équation 

/  _  \  ".2  0   _i     o  "i  O'  _i      Û " „ 

y'j)  A    jj  -h  2  Ajj   4-  p    —  O. 

Ces  courbes,  dont  l'une  est  (a),  sont  de  troisième  classe,  et 
touchent  chacune  (6)  en  neuf  points.  Le  système  (-)  constitue  soit 
la  totalité,  soit  une  partie  du  système  supposé.  C'est  sur  ce  système 
(  -)  que  je  vais  maintenant  raisonner.  D'après  la  forme  de  son  équa- 
tion, ce  système  a  une  caractéristique  égale  à  a  :  c'est  la  caracté- 
ristique V,  nombre  des  courbes  qui  sont  tangentes  à  une  droite 
donnée  arbitrairement.  Mais  par  un  point  de  (/y),  qui  est  l'enve- 
loppe, passe  une  seule  courbe  du  système,  comptant  deux  fois. 
L'autre  caractéristique  [j.,  nombre  des  courbes  qui  passent  par  un 
point  arbitraire,  est  donc  aussi  égale  à  3.  En  conséquence,  le 
système  (-)  constitue  la  coïncidence  principale  d'un  connexe 
d'ordre  2  et  de  classe  2,  connexe  qui  sera  représenté  par  une  équa- 
tion (l()id)lement  quadratique  entre  les  coordonnées  d'un  point  x 
et  celle  d'une  droite  ç,  /(\r,  ç)  =  O. 

Erivisageanl  les  ;  comme  des  constantes,  je  forme  l'équation 
langeiilielU'  de  la  ('oniqiu'  /=  o,  et  j  em|doie  les  mêmes  lettres  ç 
|)(Hir  le-<  eoor.lonnées  de  la  tangente,  .le  (h'Iinis  ainsi  l'enveloppe 
(les   di()ile>  ;  (pu    |()nissenl    de   celle  piopriéM-  :   les  deux  j)Oints  X 
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siluc'S  sur  c,  cl  corrcspoiuliint  à  c,  (Jans  le  connexe  coïncidcnl  cnli'(! 
eux.  D'a[)rcs  les  hypothèses,  la  cubique  (//)  fait  partie  de  cette 
enveloppe;  mais  cette  enveloppe  est  de  sixième  classe  comme  (//). 
Donc  [ù)  est  toute  cette  enveloppe. 

Uc  même,  les  |>oints.A'  p;ir  eluKuin  descpiels  passent  deux  droites 
lui  correspondant  dans  le  connexe  et  coïncidant  entre  elles  ont  un 
lieu  du  sivième  dej;ré,  dont  ré(jualion  s'obtient  d'une  manière 
analoi;ue.  Or  (6)  lait  partie  de  C(;  lieu.  L'aulre  parlu;  est  donc  une 
autre  eubicpie  (((),  qui  est  nécessairement  le  lieu  des  points  de 
rcbroussement  des  courbes  du  système. 

Ainsi,  dans  un  système  tel  que  (7),  toutes  les  courbes  de  troi- 
sième classe  (pii  le  composent  ont  leurs  points  de  rcbroussement 
sur  une  cubique  (a).  Cela  est  en  opposition  avec  le  lemme,  sauf 
le  seul  cas  où  ces  courbes  sont  équianharmoniques,  et  où  leurs 
«'(piations  sont  toutes  simultanément  réduites  à  la  forme 

il  en  résulte  immédiatement  que  la  cubique  (//)  a  nécessairement 
une  équation  de  la  forme 

et  l'on  retrouve  ainsi  le  seul  cas  j)Ossible,  qui  est  celui  dont  l'exis- 
tence a  été  prouvée  au  n"  '2. 

o.  LanaUse  précédente  permet  de  (ircr  encore  une  autre  con- 
clusion, comme  on  va  voir.  Cette  analyse  découle  de  l'IiYpothèse 
(jue  les  neuf  tangentes  communes  à  (b)  et  à  (a)  sont  les  pivots  d'un 
faisceau  tangentiel  7.+  |jia'=  o.  On  voit  ainsi  que  cette  hypothèse 
est  impossible,  sauf  le  cas  où  (h)  et  (a)  sont  représentées  simulta- 
nément par  des  équations  telles  que  (9)  et  (8). 

Ecartant  dorénavant  le  cas  tout  spécial  traité  dans  le  n"  t2,  je 
peux  donc  dire  que,  si  une  courbe  du  troisième  degré  et  une 
courbe  de  troisième  classe  ont  neuf  contacts,  les  neuf  tangentes 
communes  n^ appartiennent  à  aucune  autre  courbe  de  troisième 
classe. 

A  quoi  j'ajoute  le  fait  corrélatif  :  les  neuf  points  de  contact  n  'ap- 
partiennent à  aucune  autre  courbe  du  troisième  degré. 
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C'est  celte  d<;rnière  conséquence  qui  va  me  pex'mettre  d'achever 
la  solution  du  problème  ;  je  ferai  maintenant  intervenir  la  représen- 
tation des  courbes  cubiques  par  les  fonctions  elliptiques. 

6.  J'envisage  un  argument  ii;  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
cubique  proposée  («)  sont  des  fonctions  uniformes  de  u,  aux 
périodes  ra,  ra',  ayant  les  mêmes  infinis,  au  nombre  de  trois,  dans 
le  parallélogramme  des  périodes.  J'ajoute  encore  la  supposition  habi- 
tuelle que  l'argument  u  est  choisi  de  telle  sorte  qu'il  soit  nul  pour 
un  des  points  d'inflexion  de  («). 

Je  cherche  une  courbe  de  troisième  classe  (a),  tangente  à  [a)  en 
neuf  points.  Soient  Uq^  ?/,,...  les  arguments  de  ces  neuf  points. 
D'après  un  théorème  bien  connu,  on  aura  entre  ces  arguments  la 
relation 

2 ( «0  +  «  1  -I- .  .  .) ■=:  niTs  -{-  m'w\ 

où  m  et  m  seront  deux  nombres  entiers.  De  là  quatre  cas  à  distin- 
guer, savoir  : 

//„+  ?/,  +  ...  =  o, 

777 

//o-t-  //,  4-.  .  .  =  -, 


Le  pre*nier  de  ces  cas  est  celui  où  les  neuf  points  appartiennent  à 
une  infinité  de  courbes  du  troisième  degré.  U  ne  peut  y  corres- 
pondre aucune  solution,  comme  je  viens  de  le  prouver  au  n"  5.  Il 
reste  donc  à  envisager  les  trois  autres  cas.  Je  vais  montrer  d'abord 
qu'à  chacun  de  ces  trois  derniers  correspond  une  solution  et  que 
ces  trois  solutions  fournissent  les  trois  cayleyennes.  Je  ferai  voir 
ensuite  qu'il  n'existe  aucune  autre  solution. 


7.  Soit  h  l'une  quelconque  des  trois  demi-périodes  -  »  --■> 


TTT     t;t     ttï  -f-  to 


2 

Prenons  les  arguments  l'o,  (',,...  ,t'9  des  neuf  points  d'inflexion  et 
ajoutf)ns  h  à  chacun   d'eux.   Nous  formons  ainsi  neuf  arguments 


u'o,  U',,  H'^,  .  ,  .  ,  (l(jiil  la  lonnc  j;(;n(''ralc  csl 

//nn         in' T7i' 

m  et  m'  étant  des  iioinhics  ciilicis.  J'ai,  dapirs  crllc  (omit', 

Ainsi  CCS  neuf"  arguments  w  donnent  pour  somme  une  demi- 
périodi!,  comme  il  doit  arriv(;r  j^our  les  arj^uments  des  neuf  "points 
de  contact  de  («)  et  de  la  courbe  cherchée  (a).  Je  vais  prouver 
qu'eirectivement  les  arguments  (V  déterminent  neuf  pareils  points. 
Je  prends  les  tangentes  en  ces  neuf  points,  et  je  détermine  la 
courbe  de  troisième  classe  (a)  tangente  à  ces  neuf  droites.  Il  faudra 
montrer  que  (a)  est  tangente  à  {a)  aux  neuf  points  dont  les  argu- 
ments sont  Wq,  w^^  (Vo,  .... 

J'observe  d'abord  que  le  groupe  (Vo,  (v, ,  w^?  •  •  •  n'est  pas  altéré  si 

,,  ,  ,  mm         m' m'  ,   ,  . 

1  on  change  w  en  d=  (v  H ^ \-  -^— ?  m  et  m  étant  deux  entiers 

quelconques.  Les  dix-huit  substitutions  correspondantes  ont  une 
expression  très  simple  quand  la  cubique  est  représentée  en  coor- 
données ponctuelles  par  l'équation  canonique.  Elles  ont  pour  effet 
d'échanger  les  indices  i ,  a,  3  des  coordonnées  x  et  aussi  de  changer 
;r,,  x-ij  x-i  en  (0.3?,,  co-^2>  ^a^  ^  étant  une  racine  cubique  de  l'unité. 
Les  mêmes  échanges  ont  simultanément  lieu  pour  les  coordonnées 
tangentielles.  De  là  résulte,  par  une  analyse  toute  semblable  à 
celle  du  n"  3,  que  l'équation  tangentielle  de  la  courbe  (a),  déter- 
minée par  les  neuf  tangentes  que  j'ai  choisies,  est  réduilc  à  la 
forme  canonique  en  même  temps  que  l'équation  ponctuelle  de  la 
courbe  {o^. 

Les  courbes  (r^)  et  (a)  ont  en  commun  neuf  autres  tangentes, 
qui  touchent  (r/)  en  des  points  dont  je  désigne  les  arguments  par 
(<„,»',,....  La  somme  des  dix-huit  arguments  devant  faire  une 
période,  j'ai  aussi 

(10)  (T'ô  +  n/j  H-  1^2  +  .  .  .  =  A. 

En  outre,  l'équation  de  (a)  est  réduite  à  la  fiurne  canonique  en 
même  temps  que  celle  de  (r/).  Donc  la  courbe  (^a)  reste  inaltérée 
par  les  dix-huit  substitutions  homographiques  qui  n  altèrent  pas 
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(^(f).    Ces  subsLilulions   conservent  donc   le   groupe   des  dix-huil 

points  i\'o5  ♦l'ij  •  •  •>  <ï'o»  <v', ,  .  .  ..  Elles  conservent  déjà  le  premier 

groupe  de  neuf  points;  elles  conservent  donc  aussi  le  second.  En 

employant    seulement    les    neuf  substitutions    qui    changent    w' 

,       mm        /n'to'      .  .  i  p 

en    (\''H s 1 1\ — >    le    peux   représenter  les    neut    arguments 


w  -\ ij-  -\ ^ — ■>    ]e    peux   représenter  les 


'&' 


»\',,,  (V,, .  .  .   par  1  expression  générale  (v^  H r. h      „  -  •  rLn  em- 

plovant  une  des  neuf  autres  substitutions,  je  trouve  que  —  \v'^  doit 
coïncider  avec  un  des  arguments  précédents,  ce  qui  me  donne 

mm        m' m' 


«~    6  6 

.le  peux  écrire  encore  sous  une  autre  forme 

,         mm        m' m' 
"'o  =  "3-  ^ 3~  -^  ''  ' 

//  étant,  comme  A,  une  des  demi-périodes.  Il  s'ensuit 

"'0  +  ''''1  +  '''2  +•••  =  /«'• 

Donc,  à  cause  de  (it»\  A' coïncide  avec  h  et  le  groupe  w\^,w\,  ... 

avec  le  groupe  it'o,  «V| , Donc  la  courbe  (a)  est  tangente  à  la 

cubique  (a)  en  neuf  points,  comme  il  fallait  le  démontrer. 

8.  La  courbe  (a)  ainsi  trouvée  est  réduite  à  la  forme  canonique 
en  même  temps  que  (a).  Elle  est  choisie  de  trois  manières  dilfé- 
rentes,  suivant  la  dcmi-j)ériode  h  que  l'on  a  employée.  On  \oit 
aussi  que  les  trois  courbes  (a)  obtenues  de  la  sorte  sont  les  seules 
qui  soient  réduites  à  la  forme  canonique  en  même  temps  que  (a). 
Cette  propriété  de  réduction  simultanée  a  lieu  aussi  pour  les  trois 
cayleyennes.  Par  suite,  étant  connu  le  théorème  de  M.  Cremona, 
on  peut  conclure  que  les  trois  courbes  (cl)  sont  les  cayleyennes 
des  trois  réseaux  dont  (a)  est  la  hessienne.  Je  vais  revenir  sur 
la  démonstration  directe  de  ce  fait;  mais,  pour  le  moment,  j'ajoute 
cette  conséquence  immédiate  de  l'analyse  jjrécédente  :  Les  points 
de  contact  (Tune  cubique  (a)  avec  les  cayleyennes  (a),  (a'),  (a") 
flrs  trois  réseaux  dont  (a)  est  la  hessienne  sont  des  points  se.v- 
tfKliqurs  de  (  n  ),  de  ^^a).  (  a')  et  {y"). 
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l^cs  luiii^t-sc/it  points  s<'.rt(((ti(iii<'s  dr  {a)so  /Kirtdgrnt  en  trois 
groupes  de  nen f  points,  rliaipir  groupe  se  transfomnint  en  hu- 
mé me  par  les  substitutions  liomogrdjtliiques  qin  conservent  cette 
cubique.  Les  points  d'un  même  groupe  so/it  les  points  de  con- 
tact avec  une  même  covleyenne. 

La  seule  partie  de  cet  énoncé  dont  la  démonstration  immédiate 
ne  soit  pas  contenue  dans  l'analvsc  précédente  consiste  dans  cette 
|)ropriété  :  les  points  de  contact  sont  sexlactiques  sur  (a),  (a'),  (a"). 
Mais  cela  résulte  par  dualité  de  la  pi()|)rlélé  (pii  précède,  puisque  (a) 
et  (a)  jouent  un  rolc  sjmétri(|ue  Tune  par  rap[)ort  à  Taiitre.  On 
retrouve  ainsi  cette  propriété  si  connue  que  la  liaison  entre  la 
Jœssienne  et  la  cavlevenne  d'un  même  réseau  de  coniques  se 
conserve  dans  les  transformations  corrélatives. 

\).  Pour  la  ('ommodité  du  lecteur,  je  place  ici  une  démonstration 
directe  du  théorème  de  M.  Creniona. 

En  [)renaut  pour  point  de  dé[)art  une  cubique 

■l-\  -\-  ^r\  +  ^i'a  4-  (3 >> -r^  JC\Xz^=^o, 

ou  a  j)our  sa  liessienne  et  sa  cavlevenne  les  équations 

\  a-\ -\- xl-\- jL-l-\-Ç>aXiœ.ia.\-=o, 
(    ?!    -h?2    +  îfj    +6a;,   ;2  Ç3  =0, 

dans  lesquelles  les  paramètres  a,  a  sont  ainsi  déterminés  : 

2À^+  I  I —  ^>  ^^ 

6a= — — ,     6a 


}}     '    X 

La  symétrie  apparaît  d'ailleurs  si  Ton  pose 

(12)  2  |xX  =  —  I  . 

On  peut  etrectivement  écrire,  au  lieu  des  j)récédeutes,  les  équa- 
tions 

,,                                               2  À"*  +  I                          2  ^y?  -f-  I 
(10)  6a:= ;— ■>       6ar=: ! ; • 

(^e  sont  ainsi  les  équations  (12)  et  (i3)  qui  caractérisent  entre  les 
courbes  (M)  la  liaison  dont  il  s\ii;if  ici. 
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Prenons  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

tZ-'l  ::^  J^2  ^^^  A,       JC^  :=::  I  . 

D'après  (i3),  ce  point  est  sur  la  cubique  (a).  De  plus,  la  tan- 
gente de  (a)  en  ce  point  a  pour  coordonnées 

ç,  =  (;,=::  ;j.,      53=  I. 

A  cause  de  la  symétrie  des  équations  (i3),  il  est  manifeste  que 
cette  tangente  touche  aussi  la  courbe  (a)  et  que  le  point  de  con- 
tact avec  (a)  est  le  même  qu'avec  (a).  Les  courbes  (a)  et  (a)  ont 
donc  entre  elles  un  contact  ;  leurs  équations  étant  toutes  deux  sous 
la  forme  canonique,  je  conclus  que  ces  courbes  ont  entre  elles  neuf 
contacts  :  c'est  ce  qu'il  fallait  prouver. 

10.  J'arrive  maintenant  à  la  dernière  partie  du  problème,  celle 
qui  m'a  présenté  le  plus  de  difficultés.  Il  s'agit  de  reconnaître  s'il 
existe  d'autres  solutions  que  les  précédentes.  Soit  ([j)  une  courbe 
de  troisième  classe,  différente  des  trois  cayleyennes,  tangente  à(«) 
en  neuf  points.  Les  arguments  ?«o>Wj,...  des  points  de  contact 
donnent  (n"  6)  pour  somme  l'une  des  trois  demi-périodes  h.  Parmi 
les  cayleyennes,  il  en  est  une  qui  touche  aussi  (a)  en  neuf  points 
dont  la  somme  des  arguments  est  h.  Soit  (a)  cette  cayleyenne. 

Par  les  mêmes  lettres  a,  [3,  je  désigne  les  premiers  membres  des 

équations  tangentielles  de  ces  courbes.  Ce  sont  deux  fonctions  des 

coordonnées  ^,  toutes  deux  du  troisième  degré.  J'envisage  la  fonc- 

3 
tion  -  tout  le  long  de  la  cubique  (a).  En  d'autres  termes,  je  con- 

3 
sidère  la  suite  des  valeurs  de  -  pour  les  diverses  tangentes  de  (a). 

Au  moyen  de  la  représentation  de  (a)  par  les  fonctions  elliptiques, 

-devient  une  fonction  doublement  périodique  de  ii;  je  désigne 

cette  fonction  piir  f(n). 

La  ionclionf(u)  a  ses  zéros  et  ses  infinis  doubles;  les  premiers 
correspondent  aux  contacts  de  (a)  avec  ([i),  les  seconds  aux  con- 
tacts de  («)  avec  (a).  Doncy(«)est  le  carré  d'une  fonction  uni- 
forme. De  plus,  les  zéros  et  les  infinis,  j)ris  cliiU'iiii  une  seule  fois, 
ont  la  même  sonnne  A.  Donc   la  racine  carrée  de  J\u)  a  aussi  les 
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périodes  HT,  ro'  comme  /(a),  ce  qui  n'arriverait  pas  si  les  deux 
sommes  n'étaient  pas  égales  entre  elles.  C'est  sur  cette  racine 
carrée  de /(//)  que  je  vais  maintenant  raisonner.  Je  la  désigne 
parcp(//). 

La  fonction  ^{u)  a  neuf  infinis  (|ui  nous  sont  connus  :  ce  sont 
les  arguments  (v.  Ses  zéros  ne  nous  sont  pas  connus.  Mais  l'origine 
de  cette  fonction  nous  conduit  à  reconnaître  qu'elle  doit  jouir 
d'une  propriété  caractéristique  :  La  dérivée  <f'(«)  a  pour  zéros 
les  arguments  v  des  neuf  points  d' inflexion. 

Soient,  pour  le  prouver,  a^,  [îç  les  symboles  de  a  et  p.  Pour  con- 
sidérer la  fonction  -  le  long  de  la  cubique  (<?),  il  nous  faut  poser, 

en  désignant  par  x,,  x-2,  ^3  les  coordonnées  d'un  point  de  [a),  qui 
sont  des  fonctions  de  u,  et  par  x\,  x\,,  x'.^  les  dérivées  de  ces  fonc- 
tions, 


Comme  on  le  sait,  on  tire  de  là 

A^'i  =r  Sj^'j— ^3^3,      Aj72=  Çaç',  —  ^iç'j,      Aj-3 


fJU  \   tX-  a  ^J^  2  *^  1    ' 


VL 


A  désignant  le  déterminant 


J'ai  maintenant 


^1 

Xi 

X3 

x'. 

x'.^ 

1 

x.^ 

< 

< 

< 

'l^zl^  ^\alf^{^<^x)\. 


a 


Le  numérateur  de  cette  dérivée  contient  donc  le  facteur  A.  Or. 
on  le  sait,  A  s'évanouit  en  chacun  des  points  d'inflexion.  Il  en  est 
donc  ainsi  de  la  dérivée  def(u),  et  par  suite  aussi  de  ^'{i^). 

Si  donc  la  courbe  ([:>)  existe,  il  existe  aussi  une  fonction  uni- 
forme ^{u),  aux  périodes  ra,  to',  ayant  pour  infinis  simples  les  neuf 
arguments  w  et  dont  la  dérivée  a  les  neuf  zéros  c.  L'existence 
d'une  telle  fonction  peut  déjà  être  considérée  comme  peu  pro- 
bable, eu  égard  aux  nombres  comparés  des  arbitraires  et  des  con- 
ditions. Toutefois  il  est  nécessaire  de  prouver  elfectivcment  la  non- 
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existence  de  celle  fonction  :  c'esl  ce  que  je  vais  laire.  La  solution 
géoméirique  du  problème  esl  ici  achevée,  celle  dernière  recherche 
apparlenanl  exclusivemenl  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

11.  Je  ferai  usage  des  notations  employées  par  M.  Weierstrass, 

en  introduisant  la  fonction  ^^(i/).  On  pose 


«'7  ="■•  H.^  ='•-'  '^. 


La  somme  de  ces  trois  constantes  est  nulle 
ei  +  e,-\-  ^3=0. 


On  pose  en  outre 

éf2  =  —  MeiC-i-h  e.e-i-h  e-iCi), 

et  l'on  a  de  la  sorte 

(i4)  'r'^(,/)  =  4^1^M'0-,A'--2'A''(«)-A'-3. 

L'équation  dont  dépend  la  division  des  périodes  par  3  se  trouve 
aisémenf  de  diverses  manières.  11  est  tout  naturel  ici  de  la  chercher 
par  la  propriété  des  points  d'inflexion,  en  observant  ([u'une  cubique 
est  ainsi  représentée  : 

De  là  résulte  pour  le  déterminant  A  l'expression 
De(i4)  on  tire  successivement 

Substituant  dans  A  cl  égalant  à  zéro  le  résultat,  on  a  |)oui" 
déterminer '^(t»)  l'équation  du  quatrième  degré 

(i5)  F(.r)  — i2.r*— B^-ja-»—  i^^'s.r  -   >  ^^  —  o. 
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Les  (|iialrc  liKuncs  ioiinuss(;iil  luill  valeurs  de  r,  égales  et  de 
sij^iics  ()j)j)()sc'.s  deux  à  deux,  à  (|ii<)i  il  laut  joindre  la  neuvième  va- 
leur V  =  (). 

On  remarquera  (|uc  la  dérivée  du  polvnôme  F(.«)  est 

I  ^  ^^{x  -  e,){x -  e,){x  - e,)  =  vz(S'\ 

relation  donl  Ja  raison  est  facile  à  trouver  et  qui  va   tout  à  l'heure 
être  utile. 

.le  dislinj^uerai  les  arguments  r  par  de  doubles  indices,  en  po- 
sant 

-4- 

3  3 


'  iii,n  — 


J'ai  précédemment  désigné  par  //,  une  des  trois  demi-périodes; 
je  conserve  cette  notation  et  je  désigne  par  e  celle  des  ti^ois  quan- 
tités ^1,  ('.2,  <";t  <Ji'i  correspond  à  la  même  demi-période,  par  e' ,  e" 
les  deux  autres. 

Les  arguments  w  sont  définis  comme  la  somme  de  //  et  d'un 
quelconque  des  ai'guments  r.  Je  les  distingue  par  les  indices  cor- 
respondants en  posant 

(17)  '"•«(,«=<■/«./(-+-/', 

et,  comme  h  est  une  demi-période,  on  a  simultanément,  pour 

m  -f-  //i'r=  3,       /i!  +  «'=:z  3, 

Pour  former  ^((v)  j'emploie,  suivant  la  définition  (17),  la  formule 
d'addition 

2a^(r)a^(«)[$(r)  +  a^(«)]-i^-2[a^(r)  +  œ(//)]-i'-3-^i"(r)$'00 
'^ ("  ^  "^  =  .[^('0-<^ir)j^ — 

Ici  e  sera  l'un  des  arguments  r,„,„,  cl  <J?(r)  l'une  des  racines  x 
de  (k>);  //  ï^Pra  A,  'X*(//')  sera  e,  et,  suivant  (i4K  'i^'(if)  sera  ind. 
J'ai  ainsi 

■?. e{.r  -\-  e) g^ [a-  -h  c)  —  ;- :i 

*('■■'=  M^' ■  . 
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expression  qui  se  simplifie  par  suppression  d'un  fadeur  commun 
(a-  —  e)  dans  les  deux  termes  de  la  fraction.  J'écris  donc 

puis,  multipliant  les  deux  termes  par  {œ  —  e'){x  —  e")  et  tenant 
compte  de  (i 6),  j'obtiens 

œ(-)  =  ^4  ^rç^^ ^ ^  • 

J'envisage  cette  même  expression  pour  les  quatre  racines^  de  F  (^) 
et  je  fais  la  somme 

Pour  abréger,  ]  écris pm,n  pour  (P(('('^,„),  en  sorte  que  cette  der- 
nière relation  devient 

(l8)  /^10+/>0I+/>11+/^12=  4/>00- 

Cette  égalité  (i8)  va  me  permettre  de  prouver  la  non-existence  de 
la  fonction  'f(?/),  à  laquelle  je  reviens  maintenant. 

12.  Désignons  par  'C,{u)  la  fonction  qui  sert  d'élément  simple  et 
dont  la  dérivée  est  —  '-?(  w)-  D'après  sa  définition,  la  fonction  '^(m) 
a  la  forme 

où  la  somme  des  coefficients  B  doit  être  nulle.  J'en  déduis 

Faisant  ici  u=ç/!i,  je  dois,  suivant  les  conditions  imposées 
à  o(u),  avoir  zéro  pour  résultat.  J'obtiens  ainsi  neuf  équalions  qui 
comprennent  celle-ci,  SB  =  o.  C'est  donc  en  tout  neuf  équations 
homogènes  entre  neuf  inconnues,  et  il  me  faut  prouver  qu'cffccli- 
vement  ces  équations  ne  peuvent  être  satisfaites  autrement  qu'en 
faisant  nulles  les  neuf  inconnues. 

Je  désigne  par  (/.,  /)  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  cp' (17,/). 
L'argument  (ï',„,„—  r/,,/  coïnelde  avec  iv,„_h,„-/-  1/équntion  (/.-,  /) 


-  m  - 

est  donc 

(  /*",  0  o  =  S B„,^„p„,   /,,„„/. 

Posons  pour  un  instant 

-^i^^/''oo  +  /^oi  +/'o2>      .}':  ^=  "00+  ''Ol  +  1^02, 

^2  —  PlO-\-Pil~hPl-2,       j2=Bio4-B,i+B,2, 

^z  —  Pio-^Pn+P-ït,     J3=  B20+  B21  +  B22. 

Ajoutons  membre  à  membre  les  équations  (00),  (01),  (oa)  ;  ajou- 
tons do  même (20),  (21),  (22),  et  aussi  (10),  (i  i),  (12)-  Nous  avons 
ainsi  le  système 

-l7l  +  -2j'2+-3j3=0, 

-2/1  +  -372  4-  -1  J3=  O, 

-3  Jl  +  -1  Jo  -H  -2/3=  O, 

à  quoi  nous  pouvons  joindre 

Jl+j2  +  j3=0. 

Comme  on  le  voit  sans  peine,  ce  système  n'admet  que  la  solution 
j>'i  =  j-2  =  7:i=  o>  sauf  si  l'on  a,  en  prenant  pour  to  une  racine  cu- 
bique imaginaire  de  l'unité  : 

(19)  ^1  H- coxr2+ 10^-31=:  o. 

D'ailleurs  ici  ^0  =  ^3,  et  cette  relation  (19)  devient 

P00+2/>01  — />I0— />11— /'l2=0, 

qui  ne  peut  avoir  lieu.  EfTectivcment,  à  cause  de  (18),  elle  se  ré- 
duit à />oo=/'oij  ce  qui  est  certainement  inexact.  J'ai  donc  zéro 
pour  cliacun  des  j'.  Ainsi 

[  B00-+- Boi4- Bo2=:  o, 

(?.o)  j  Bio+Bi,+  Bi2=o, 

(   BaoH-  B21+  B22=o. 

Il  y  a  d'autres  conséquences  analogues;  on  les  obtiendra  par  des 
combinaisons  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  rechercher.  Il  suffit  d'é- 
changer les  périodes  to,  m',  puis  de  changer  le  système  de  pé- 
riodes TO,  cî'  en  ces  deux  équivalents  (^ro,  ra  +  ru'),  (cj,  2to-|-7u'). 
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Tous  les  aiilrcs  cliaiiyenieiils  conduiscnl  aux  inèiiies  équalions 


Boo-i-   1^10+  1^20=  O, 

Boi+  Bii+  H.,1  — o, 

BoïH-  B,2+B22=0, 


(.■.0 


(23) 


(     Boo+Bi,+  B22=0, 

<  B,o+B2i4-Bu2=o, 

(     B20+Bo,4-B,2=0, 
/     Boo+  B2i+B,2==0, 

Bio+Bo,H-B22=o, 
B20+  B,i+  Bo2=o. 


Ces  douze  (kjualions  se  réduisent  à  neuf"  en  tout,  entièrement 
équivalentes  aux  neuf  équations  (/",  /). 

Des  deux  dernières  (20)  et  de  la  première  (22)  je  déduis 

B,o-i-  B20+  B12+B2,—  Bo„=o, 

el,  à  cause  de  la  preniière  (21), 

B,2+B2i—  r^Roo^o. 

I"^u  égard  à  Ja  première  équation  (sS),  j'ai  ainsi 

Bi,)=:o,     Bi2+B2,  =  o. 
Sciul)lal)lcinent, 

B,,4-B22=o,     B,o+B2o=o,     Bo,+  Bo2=o. 

L'élimiiialion,  devenue  très  facile,  conduit  ainsi  à  trouver  nulles 
loules  les  inconnues  B. 

Donc  la  fonclion  '^(u)  n'existe  pas  :  c'est  ce  qu'il  fallait  défini- 
tivemcul  prouver. 


-  Il.'l  - 

S(/r  /l'.s  conditioDU  rie  convergence  de  (Certaines  séries  multiples  ; 
par  M.   Camille  Joudak. 

(Séance  du  17  juin  1S81.) 
Eisenstein  a  établi  [Journal  de  Crelle,  t.  35)  que  la  série 

où  r,,  ...,  Vu  sont  des  fonctions  linéaires  des  variables  entières 
.r,,  .  . . ,  x,i  par  rapport  auxquelles  on  lait  la  sommation,  est  con- 
vergente ou  divergente  suivant  qu'on  a 

2  [JL  >  /i      ou      2  [X-  /i 

(pourvu  que  le  déterminant  des  fonctions  v  ne  soit  pas  nul). 

La  démonstration  de  cet  illustre  auteur  peut  être  simplifiée  et 
généralisée  comme  il  suit  : 

Considérons  d'abord  la  série 


où  ^j  , . . . ,  Xn  prennent  tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles,  le 
svstème  o,  o,  ...  excepté. 

Soit  r  un  entier  quelconque.  Le  nombre  des  svstèmes  de  valeurs 
de  X(,  . . . ,  x,t  non  supérieures  h  y  en  valeur  absolue  est  évidem- 
ment {ly -\- \)" — I.  Celui  des  systèmes  de  valeurs  où  l'une  au 
moins  des  variables  est  égale  à  j',  les  autres  ne  surpassant  pas  )', 
sera 

(27  +  i)"  —  I  —  [(2r  —  i)"—  i]  =  «.2"-»j«-'  + 

Chacun  des  termes  de  la  série  S  correspondants  à  ces  systèmes 

de   valeurs   étant  évidemment  compris   entre  —r-  et r—  ,   leur 

somme  sera  comprise  entre 

n .  2"~*  y«-'  -\-  ...  n.  2"~'  )-"-'  -\-  ... 

el 


IX. 


lli  — 


La  série  S  sera  donc  comprise  entre   ï  cL  — T,  T  (l«';si"nanl  la 

y °°«. 9/'-' >•"-'+... 


somme 


Or,  pour  que  T  soit  converiicnt,  il  faut  cl  il  suffit,  comme  on 
sait,  qu'on   ait 

'2  ;x  >>  /i . 

Soit  maintenant  F  une  fonction  homogène  et  de  degré  k  de§  va- 
riables ^,, . . . ,  a*,,,  laquelle  reste  finie  et  positive  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  réelles  de  ces  variables;  soit  <I>  une  autre  fonction 
de  ces  variables,  de  degré  inférieur  à  ak.  La  série 

sera  convergente  ou  divergente  (abstraction  faite  des  termes  qui 
deviendraient  infinis)  suivant  qu'on  aura 


(I) 


oik  >»  n     ou      ak-  n. 


Soient,  en  effet,  M  et  m  le  maximum  et  le  minimum  de  F  pour 
tous  les  systèmes  de  valeurs  réelles  des  variables  qui  satisfont  à  la 
relation 

.rï  +  .  .  .->r  xl  ---=\. 


La  fonction 


Fa 


-^  )  ne  dépendant  que  des  rapports  des 

variables,  restera  constamment  comprise  entre  M"  et  /«".  D'autre 
part,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  des  variables,  la  fonc- 

lion -^  tendra  vers  zéro,   car  elle  est  inférieure    à 


{x\  + 


^D' 


1' 


-^^>  ^Tj  désignant  la  plus  grande  des  variables;   or  il  est  clair  que 

cette  dernière  quantité  tend  vers  zéro,  son  dénominateur  étant  d'un 
degré  plus  élevé  que  son  numérateur. 

Donc,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  des  variables,  le 


-  iir;  - 

rapporl  des  lerincs  de  la  sriic  U  à  ceux  de  la  série 

-ss — ^ 

(.ri  +  .  .  .+  .r-)  ' 

Il                       •    ,             •  •               1                    I 
sera  compris  entre  les  deux  quantités  positives  ^^j ■  et  i 

'  ^  ^  M«+£  ///"'4-E 

£  étant  aussi  petit  (|ae  l'on  voudra.  Donc,  pour  que  U  soit  conver- 
gente, il  laut  et  il  suliit  que  V  le  soit,  ce  qui  donne  la  condi- 
tion (i). 


Kuidc  sur  Les  courbes  gauches  uiiieuisalcs ; 
par  M.  Geinty. 

(Séance  du  i"'  juillet  i8Si.) 

1.  — C on sidi'iri fions  f;énéraJes. 

1.   Soient  /, ,  y'o,  /'s,  y.,   quatre  fonctions    d'une    variable   ai'bi- 
traire  /;  les  équations 

ou,  sous  une  forme  plus  simple, 

./'.:.A  :./;:/, 

représentent  une  courbe  C,  lieu  des  points  ///  qu'on  obtient  en 
donnant  successivement  à  la  variable  l  toutes  les  valeurs  possibles. 
Lorsque  les  fonctions  j\ifiif^ij'\  seront  des  fonctions  algé- 
briques et  entières  de  degré  ///  par  rapport  à  la  variable  t,  je 
dirai  que  la  courbe  C  est  une  eourl)e  unicursale  ou  rationnelle 
d'ordre  m. 

•2.    Soient  de   même  F,,  Fo,  F3,  F,   quatre   fonctions  de  deux 
variables  arbitraires  indépendantes  t  et  «,  les  équations 

X  \  y  ',  z  \  w  =1  F,  :  \'  i  :  F^  :  F^, 

ou  sinipleinent 

F.:F,:F,:F„ 
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représentent  une  surface  S,  Heu  des  courbes  en  nombre  infini 
qu'on  peut  obtenir  en  établissant  une  relation  quelconque  entre  les 
variables  /  et  u. 

3.  Les  équations 

dans  lesquelles  il  n'entre  qu'une  seule  variable  arbitraire,  repré- 
sentent, soit  le  cùne  qui  a  son  sommet  au  point  w  et  qui  contient 
la  courbe  gauche  C,  soit  la  perspective  de  cette  courbe  sur  le 
plan  ir  =  o,  l'œil  étant  placé  au  sommet  (v  du  tétraèdre  de  réle- 
rence. 

I.   Les  points  d'intersection  de  la  courbe  C  avec  le  plan 
Ix  -h  m  y  -h  n  z  -\-  p  iv  r=  o 
sont  donnés  par  l'équation 

Dans  le  cas  des  courbes  rationnelles  d'ordre  /;?,  cette  équation 
est  algébrique  et  d'ordre  m.  Donc  un  plan  coupe  une  courbe  uni- 
cursale  d'ordre  m  en  m  points. 

5-  Lorsque  l'équation  (i)  du  paragraphe  précédent  est  identique, 
la  courbe  C  est  située  tout  entière  dans  le  plan  donné. 

Réciproquement,  pour  que  la  courbe  G  soit  plane,  il  faut  qu'on 
puisse  trouver  un  plan 

Lx  +  m  y  -^  n  z  -\-  pw  ■=:  o 
qui  la  contienne  tout  entière,  et  tel,  par  suite,  que  l'équaliou 
(/i  +  '".A  +  "A  ^-  PÂ  =  o 

soit  satisfaite  identiquement.  On  obtient  ainsi,  dans  le  cas  d'une 
courbe  rationnelle,  m  -+- 1  éipuitions  entre  lesquelles  il  restera  à 
éliminer  /,  m,  n  et/),  ce  qui  donnera   en  tout  w  —  i  conditions. 

Pour  m  =  2,  il  n'y  a  aucune  condition  à  remplir,  et,  par  suite, 
toute  courbe  unicursale  du  second  ordre  est  une  courbe  plane. 

Soient,  en  effet, 

r/,  /'  -f-  bi  t  -\-  Ti  :  rïj  t-  I-  />,  t  -^  Cy'.  (li  t^  -t-  />j  /  -\-  Ci  :  r/;  ^'  +  A.  t  -h  r. 
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les   (•(]iiiitioiis  ^éiKMiilcs  d  iiiic   coiiiciiic  ;  on  icconiiaîl   mirucdialf- 
mcnt.  que  celle  coiirl)e  esl  silure  dans  le  |)laii  ([iii  a  pour  ('(jualioii 


,/.• 

V 

- 

w 

a^ 

a.. 

('■.i 

a 

Ih 

h, 

h. 

h 

c, 

(■■2 

c-. 

c 

Tour  /ti  =  /'),  les  équalions  de  la  courbe  sont 

rt,  ^^  -\-  bil'-+  Cl  t  -h  (II'.  Cl.,  f  ■'  :  0.>  t-  +  ('2^4-  d,  : 


et  l'on  voit  immédiatcmenl  que  la  condition  à  remplir  pour  qu'elle 
soit  plane  est 


«1 

a  2 

(f^ 

ff'* 

^. 

b. 

b. 

fh 

^'l 

C'., 

(■'.i 

c,^ 

àl 

.4 

d. 

d. 

6.  On  obtient  de  même  les  conditions  qui  doivent  être  remplies 
|)our  (|ue  la  courbe  C  puisse  être  placée  tout  entière  sur  une  qua- 
drique.  Il  sufTit,  en  effet,  de  considérer  l'équation  d'une  quadrique 
quelconque,  d'y  remplacer  les  coordonnées  courantes  x,  )\z  et  «v 
par /',  ,/2, /;î  et /i  respectivement,  et  d'exprimer  que  l'équation 
en  i  ainsi  ol)lenue  est  identique.  On  obtiendra  un  certain  nombre 
de  conditions  entre  lesquelles  on  éliminera  les  dix  coefficients 
inconnus  qui  entrent  dans  l'équation  de  la  quadrique. 

Pour  ni  =  2,  on  n'a  que  cinq  équations  qui  ne  suffisent  pas  pour 
déterminer  ces  dix  coefficients;  donc,  on  peut  placer  une  conique 
sur  une  infinité  de  quadriqucs. 

Pour  /;?==  3,  on  n'a  que  sept  équations;  on  peut  donc  faire 
passer  une  infinité  de  quadriques  par  une  cubique  gauche. 

Pour  m  =  4,  on  a  neuf  équalions,  qui  déterminent  complètement 
une  quadrique  contenant  la  courbe.  Ainsi,  en  général,  on  ne 
jKMit  faire  passer  qu'une  seule  quadrique  par  une  quartique  gauche 
rationnelle. 

En  général,  en  éliminant  les  dix  coefficients  inconnus  entre 
les  2/;;  4-1  équations  de  condition,  on  obtient  2/?i  —  8  relations 
pour  exprimer  que  la  courbe  (l  jieut  être  placée  sur  une  qua- 
drique. 


7.    Un  cône  en  ant  su/t  sonunet  c/i  un  point  quelconque  p  et 

,           ■            ,      ,,       j               (m  —  i)(m  —  2) 
passant  />((/■  une  courbe  unicursate  a  ordre  m  a 

arêtes  doubles; 

Ou  bien, 

La  perspective  cl' une  courbe  unicursale  d'ordre  m,  lUril  étant 
pdacé  en  un  point  <pielconque,  est  une  courbe  plane  unicursale. 

Le  cône  qui  passe  par  la  courbe  et  dont  le  sommet  est  au  point  «i', 
supposé  quelconque,  a  évidemment  pour  équations 

(3)  •^•:r:^  =  A:./;:y;. 

Pour  que  ce  cône  ait  une  arête  doulile,  il  lautqu  on  puisse  trou- 
ver deux  valeurs  t  et  t  de  la  variable  satisfaisant  aux  équations 

m  A{t)_f,{t)_^Mt) 

Lie,  dans  le  cas  où  /i ,  / 
entières  de  degré  m,  le  système  des  équations  (i)  a 


Il  reste  à  faire  voir  que,  dans  le  cas  où  /i ,  f-,  elj\i  sont  des  fonctions 

(  m  —  i)  (ni  —  2  ) 
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solutions  distinctes.  \  oici  une  démonstration   assez  simple  de  ce 
théorème  bien  connu. 

Les  équations  (i  )  peuvent  se  mettre  sous  la  Ibrme 

i/2(o./;,(-^)-./u^)./;(o  =  o, 

\j\i.t)f,{-.)-J\{-.)f,{t)  =  o. 

Ces  trois  équations,  si  Ton  y  considère  ^  etT  comme  des  coor- 
données cartésiennes,  représentent  des  courbes  dont  les  points 
communs  auront  pour  coordonnées  les  valeurs  cherchées  de  t  et  t. 
Les  premiers  membres  de  ces  équations  débarrassées  du  fac- 
teur t  —  T  sont  d'ordre  m  —  i  en  t  et  t,  et,  comme  ils  sont  symé- 
triques par  rapport  à  ces  deux  variables,  ils  sont  de  la  forme 


M 


/n  —  l-in-l 


le  degré  des  termes  négligés  étant  inférieur  à  celui  du  premier. 
Les  courbes  i(^présentées  par  les  deux  j>remières  équations  (  2) 

.Mil  doue  4  '  '"  —  I  i"'  pitinls  eonimnns.  iMais  dics  oui  lonlo  deux  à 
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rinfini,  sur  chacun  des  axes,  un  point  multiple  trordre  tn  —  i,  et 
ces  points  comptent  pour  2(//?  — i )-  points  (rintcrscdion  (pii  ri(- 
conviennent  pas  à  la  (piestion. 

D'un  autre  côté,  ces  mêmes  courbes  ont,  parmi  leurs  points 
communs,  tous  ceux  qui  ont  pour  coordonnées  deux  racines  (picl- 
conques  dillércntes  de  l'équation 

et  ces  points,  dont  le  nombre  est  égal  à  n\n  —  i),  ne  sont  pas 
situés  sur  la  troisième  courbe.  Donc,  enfin,  b;  nombre  des  points 
communs  aux  trois  courbes  (jui  conviennent  à  l;i  question  est 
égal  à 

4  (  «  —  I  )-  —  'i{n  —  1  )-  —  a  {il  —  I  )  =  (  «  —  1  )  (  «  —  2  ) . 

D'ailleurs,   à   un   point  d'intersection    ayant  pour  abscisse  )>  et 

pour  ordonnée  [jl,  en  correspond  un  autre  ayant  pour  abscisse  a  et 

pour  ordonnée  Â,  et  ces  deux  points  fournissent   évidemment   le 

même  point  double.  Donc  le  nombre  des  points  doubles  apj)arenls 

II              I                 I                .      I   X   (  ''^  —  I  )  (  '?«  —  2  ) 
de  la  courbe  gauche  est  égal  a  ^ • 


[I.  —  Du  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déterminer 
une  courbe  unicursale  d'ordre  m. 

8.   Les   équations    générales    d'une    courbe    gauche   unicursale 
étant  mises  sous  la  forme 

(0  J\:A:A:A, 

on  voit  immédiatement  qu'elles  renferment  4('^'  -f-  0  coefficients. 
Mais  la  variable  indépendante  t  peut  évidemment  être  remplacée 
par  une  autre  t,  liée  avec  elle  par  une  équation  de  la  forme 

at'z  -+-  ht  -Jr  cz  -{-  d  ^=2  o, 

et  l'on  peut  disposer  des  coefficients  a,  b,  c  et  d  de  manière  à 
donner  à  quatre  des  coefficients  de  la  courbe  des  valeurs  choisies 
à  volonté.  En  d'autres  termes,  il  n'existe  dans  les  é([uations  (i) 
rpie  4  (/"-}-  I  )  —  4  =  4  "'  coefficients  véritablement  arbitraires  :  ce 
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qui  montre  qu'il  faut  /^ni  conditions  pour  déterminer  une  courbe 
iiauche  rationnelle  d'ordre  m. 

9.  On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  de  la  manière  sui- 
vante. 

Remarquons  d'abord  qu'un  point  donné  d'une  courbe  gauche 
équivaut  à  deux  conditions.  En  effet,  si  le  point  (j:, , jki ,  'x-,  «i)  est 
situé  sur  la  courbe,  on  pourra  trouver  une  valeur  de  i  satisfaisant 
aux  relations 

En  éliminant^entre  ces  trois  équations,  on  obtient deuxrelations 
entre  les  coefficients  des  équations  de  la  courbe. 

Ou  encore,  si  le  point  donné  est  le  sommet  w  du  tétraèdre  de 
référence,  les  équations  de  la  courbe  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 

cpi,  'io,  cp3  étant  des  fonctions  d'ordre  m  —  i  seulement,  et  l'on  voit 
qu'elles  renferment  deux  coefficients  de  moins  que  les  équations 
générales. 

Si  a  est  donné,  les  équations  ci-dessus  renferment  trois  coeffi- 
cients de  moins  que  les  équations  générales.  Ainsi  un  point  donné 
pour  une  valeur  donnée  de  la  variable  équivaut  à  trois  condi- 
tions. 

Ceci  posé,  étant  donnés  trois  points  d'une  courbe,  on  peut  faire 
en  sorte  que  ces  trois  points  correspondent  à  des  valeurs  données 
d'une  variable  indépendante  con\  enablement  choisie.  Soient,  en 
effet,  /,,  ^25  ^3  les  valeurs  de  la  variable  actuelle  qui  correspondent 
aux  points  donnés;  t  la  nouvelle  variable  à  introduire;  T|,  To,  T3  les 
valeurs  données  de  cette  variable  qui  doivent  correspondre  aux 
[)oints  donnés.  On  établira  entre  ^  et  t  une  relation  de  la  forme 

aL-  -^^  ht  -\-  c-z  ■+■  d m  o, 

et  l'on  déterminera  les  coefficients  r/,  h,  c  et  ^/.  à  l'aide  des  rcla- 

lions 

at^-^  -\-  hli  -+-  CT,  -+-  d  —  o, 

al^x.,  -+-  hto  -t-  c~,  -h  d-—  o, 

(tl.\~.i  -\-  ^^3  -I-  ('"3  -^  f^  ~     ^- 


h2l  - 


Ku  ('-liiniiianl  <(,  h,cei(l  entre  les  (jiialre  é([u;il,l(jiis  (|ui  pn'-cèdfMil, 
(jii  oljlicnl  la  lelalioii  (|ui  li(;  ^  et  t  sotis  la  (orme 


tz 

t 

-       I 

^-. 

ti 

-1       ' 

f-r-i 

L, 

T,         I 

^3-, 

/, 

-;>       • 

D'après  ecla,  on  peut  considérer  trois  j)oints  donnés  d'une 
courbe  comme  équivalant  à  neuf  conditions.  Comme,  d'ailleurs, 
l'un  des  coefficients  peut  toujouis  être  supposé  égal  à  i ,  il  manque 
encore 

4  /«  4-  3  —  9  =  4  '"  —  6 

conditions  pour  déterminer   la    courbe,    soit  a//? —  .^  points,  (jui 
avec  les  trois  points  donnés  font  en  tout  a  m  points. 

10.  Le  problème  cjui  consiste  à  trouver  les  équations  d'une  courlic 
gauche,  connaissant  4^''  conditions  auxquelles  cette  courbe  doit 
satisfaire,  peut  être  impossible  ou  indéterminé.  Il  sera  impossible 
toutes  les  fois  que  les  conditions  données  sont  incompatibles  avec 
l'existence  même  de  la  courbe  en  question  ou  d'une  courbe  plane 
du  même  ordre.  Le  problème  sera  au  contraire  indéterminé  quand 
les  conditions  données,  incompatibles  avec  l'existence  d'une  courbe 
gauche,  sont  au  contraire  compatibles  avec  l'existence  d'une 
courbe  plane  du  même  ordre.  Un  exemple  suffira  pour  éclaircir  la 
remarque  qui  précède. 

Une  cubique  gauche  est  déterminée  par  six  points;  mais,  si 
quatre  des  points  donnés  sont  dans  un  même  plan,  le  problème 
est  impossible,  puisqu'un  plan  ne  peut  pas  rencontrer  une  cubique 
gauche  en  plus  de  trois  points.  Mais  si  les  six  points  donnés  sont 
dans  un  même  plan,  il  y  aura  une  infinité  de  cubiques  planes 
satisfaisant  à  la  question,  puisqu'il  faut  huit  points  pour  d('ter- 
miner  une  cubique  plane  unicursale,  et  le  prol)lrme  sera  indéter- 
miné. 

H.  Comme  application,  cherchons  les  équations  d'une  cubique 
gauche  déterminée  par  six  points,  savoir  les  <pialre  sounncls 
du     tétraèdre     de     r('(éren<c,      et     les    points    (rj,  r,,  Cj,  n,  )    et 
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Les  équations  générales  d'une  cubique  gauche  circonscrite   au 
tétraèdre  de  rélérence  sont  évidemment 

a,  ûo  o,  a. 


t  —  'x     f  —  ^     /  —  7     /^  —  0 

Nous  supposerons,  ce  qui  est  permis  (9),  que  les  deux  autres 
points  doivent  correspondre  aux  valeurs  ^  =  co  cl  /  =  o  de  la  va- 
riable, et  nous  aurons 

.^1  :  y\  '.  -1  :  ti'i  -=■  cti  :  a.^  :  «3  :  «i 

(7,     a. 2     (7,     a., 

j'.i.r, :  :■.,:  iv.2=  —  :  ^  :  ^  :  ^; 

d'où 

rt,  — j:,,      a.2-=Vi,      a^=Zi,      r/,  =  iv,  ; 

a  —  —        H  =■-        -'  =  Î!         5  =  — '  . 
De  sorte  (jue  les  équations  de  la  cubifiue  sont 


12.  Cherchons  encore  les  équations  générales  des  quartiques  (pii 
passent  par  sept  points  donnés,  savoir  les  quatre  sommets  d»i 
tétraèdre  de  référence  et  les  points  (X|  ,j'i,  :;i,  tv,),  (xjjj'a-'^aj  ^^'-2) 
et  {X3,y-i.  z-i,  <v';,). 

Une  quartique  circonscrite  au  tétraèdre  de  référence  et  passant 
au  point  (x,,  )'| ,  ^,,  (v,  )  pour  f  =  oo   a  pour  équations 

.r,(^  — g,)  .  .)-|(/  —  [:i|)  .  --i(^  — 7i)  .  'fi(^  — ^>i)  _ 
t  —  'x        '        /  —  [^i        ■        /  —  7        ■        /  —  0 

Si  cette  courbe  doit  passer  au  point  (.ro,  )'o,  z-2,  Wo)  pour  /  =  o,  on 
aura 

X',a   ,      l'ap  -2Ï  "'2^ 

A  étant  une  indéterminée,  et  l'on   aura,   pour  les  équations  tic   la 
courbe, 

t  —  a  ■         /  —  3         ■        /  —  V        '  t  —  0 
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Si  enfin  la   coiiihc    doil   passer   au    point  (j:':j,  l'u,  r::(,(\':,)  pciiii' 
t  =  i,  on  aura 


-  Z = —  !-^' 


•-? 


|A  étant  un*^  nouvelle;  indéterminée.  Des  équations  |)récédenles,  on 
tire 


et  les  équations  de  la  courbe  deviennent 

^.r,  (  [x.r.T  —  X .7-,  )  —  X  j".,  (  (x.r.,  —  .r ,  ) 
^  (  ij-.rs  —  X  j-.y  )  —  (  [la'^  —  x^  ) 

.  f  >'i  ^  !-^.>'a  —  ^s>"2  )  —  ^\r2  (  [^73 — .r I  ) 
^  (  \^y'i  —  ^^  j2  )  —  (  v-y-i — ji  ) 

^    «C,  (1X^3 X^,")   \z.A\i.Z.^  —  Z^^ 

^(!J--3— X^a)  —  (;x^3— ;;,  ) 
^iT'i  (  ;x(v'3 —  Xu'o)  —  X(T',  (  [X(r'.j  —  tf,  ) 
/!(;j.ir3  —  ^'"'2)  —  ([-"-'^'s — '''1  )         ' 

elles  ne  renferment  plus  que  deux  coefficients  inconnus  :  donc  un 
point  de  plus  suffira  pour  déterminer  la  courbe;  on  reconnaît 
d'ailleurs  sans  peine  qu'il  passe  huit  quartiques  gauches  iinicur- 
sales  par  huit  points  donnés. 

13.  Une  courbe  gauche  rationnelle  d'ordre  n  n'a  point,  en  géné- 
ral, de  point  double,  ni  à  plus  forte  raison  de  point  multiple  d'un 
ordre  de  multiplicité  supérieur  à  2.  En  effet,  il  faut  qu'on  puisse 
trouver  deux  valeurs  f  et  t  de  la  variable  telles  qu'on  ait 

(,)  Ait)  ___f,{t)  _f,{t)     j\{t) 


/i(^)    M'^)    ,/'3(^)    y;(-) 

Or  ces  relations  fournissent  trois  équations  distinctes  entre  l  et  t. 
qui  n'ont  en  général  aucune  solution. 

Si  on  élimine  /  et  t  entre  ces  équations,  on  obtient  la  condition 
à  laquelle  doiveni  satisfaire  les  coefficients  des  équations  de  la 
courbe  pourqu'eli»'  ail  un  point  double.  (3n  voit  donc  que  la  con- 


-   h24  - 

dilion   dcxislence  d'un  point   double  est  une  condition  simple. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie,  on  pourra  tirer 
des  équations  qui  précèdent  le  sjstème  des  valeurs  ^  et  t  de  la  va- 
riable qui  correspondent  au  point  double.  Si  ces  valeurs  sont  réelles 
et  inégales,  le  point  correspondant  est  un  véritable  point  double, 
c'est-à-dire  un  point  de  croisement  de  deux  branches  réelles  de  la 
courbe.  Si  ces  valeurs  sont  imaginaires,  on  a  un  point  isolé.  Si  eniin 
t=  ■:,  le  point  correspondant  est  un  point  stationnaire  ou  de  re- 
broussenient.  On  voit,  par  suite,  que  deux  conditions  doivent  être 
remplies  pour  que  la  courbe  ait  un  point  de  rebroussement. 

On  obtient  les  conditions  pour  que  la  courbe  ait  deux  points 
doubles  en  écrivant  que  les  équations  (i)  ont  deux  systèmes  de  so- 
lutions communes,  et  ainsi  de  suite. 

1  i.  De  même,  pour  que  la  courbe  ait  un  point  triple,  il  faut 
qu'on  puisse  trouver  un  système  de  trois  valeurs  /,  t  et  6  de  la 
variable  satisfaisant  aux  équations 

/i(0  ••/■Ai)  -.Mt)  :/Ut)^J\{v  :/.{-')  '-M')  :./U^) 
=  /i(0):/2(«):/3(0):/4(0). 

Or  ces  l'clations  fournissent  six  équations  <;ntre  lesquelles  ou 
pourra  éliminer  ï,  t  et  B  ;  on  obtiendra  ainsi  trois  conditions  aux- 
quelles la  courbe  doit  satisfaire. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  sans  peine  que  la  condition  d'exis- 
tence d'un  point  multiple  d'ordre  ii  équivaut  à 


3(« 


11^^111  —  3 


conditions  simples. 


15.  Un  point  double  donné  d'une  courbe  gauche  équivaut  à 
quatre  conditions  ou  à  deux  points  simples.  En  efl'et,  si  le  point 
double  donné  est  le  point  u',  les  équations  de  la  courbe  pouvant  se 
mettre  sous  In  foi'me 

.      .      .  .A 


■'•   ^^'-    -i-    ^i_^^^t_'y^ 
ij.  .:.:(  <';tiMit  do  l()n(li(tn>   d'ordre    ///  —  i,    et    a   cl    ^j  pf)uvanl 
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être  des  (|iinnlités  réelles  ou  imaginaires  ;  el  Ton  voii  ([iie  ees  équa- 
tions rcnlernienl  qiialre  eocffieienls  de  moins  que  les  équations 
générales. 

Un  point  triple  écpiisaut  de  même  à  six  conditions;  et  en  géné- 
ral, un  j)oint  multqile  d'ordre  //  donné  équi\aul  à  2/1  conditions, 
c'est-à-dire  à  n  points  simples. 

iQ.  Si  le  point  iv  est  un  point  de  rebroussement,  les  équations 
de  la  courbe  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

A 


{t-ccy 


et  l'on  reconnaît  sans  peine  qu'elles  renferment  cinq  coefficients 
de  moins  que  les  équations  générales;  un  point  de  rebroussement 
équivaut  donc  à  cinq  conditions. 

17.  11  est  clair  que  si,  dans  les  conditions  qui  doivent  détermi- 
ner une  courbe  gauche  rationnelle,  on  fait  entrer  l'existence  d'un 
ou  de  plusieurs  points  multiples,  on  en  pourra  arriver  à  des  cas 
d'impossibilité  ou  d'indétermination.  On  sait,  par  exemple,  qu'une; 
courbe  gauche  d'ordre  m  ne  peut  pas  avoir  un  point  multiple 
d'ordre  m  —  i,  puisqu'un  plan  mené  par  ce  point  et  deux  autres 
points  de  la  courbe  la  couperait  en  m  -+-  i  points,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Si  donc,  pour  déterminer  une  courbe  gauche  d'ordre  m,  on  donne 
un  point  multiple  d'ordre  ni —  i,  le  problème  sera  en  général  im- 
possible. Mais  si  les  conditions  données  conviennent  à  une  courbe 
plane  d'ordre  m  (qui  peut  avoir  un  point  multiple  d'ordre  m  —  \), 
le  problème  deviendra,  en  général,  indéterminé. 

18.  Comme  nouvel  exemple  de  détermination  d'une  courbe 
gauche,  nous  allons  chercher  les  équations  générales  d'une  quar- 
lique  gauche  ayant  un  point  de  rebroussement  au  point  x,  passant 
aux  trois  autres  sommets  du  tétraèdre   de  référence,  el  en   deux 

autres  points  donnés  (j",,J^)> -^11  ^''^  )i  (■^2).}'2>  ^j»  ^i";.). 
Les  équations  de  la  courbe  sont  de  la  forme 

{t  —  rty  '  t  —  p  *  t  —  '(  '  i  —  0 ■ 
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Si  nous  supposons  que  les  deux  points  donnés  doivent  corres- 
pondre aux  valeurs  /  =  oo    et  /  =  o  de  la  variable,  nous  aui'ons 

•r,  :  l'i  :  :;i  :  IV,  =  (il  :  a,  :  a-i  :  a,,, 

.r,  :  r., :  z.,  :  a',=  ^  =  _  -Il  =  -  îi  =  _  !!;!• 

et  l'on  pourra  prendre 

I        2.  Q     .j'j  .^    ^  •N    *2J. 

Les  équations  de  la  courbe  deviennent  alors 


[ù  —  olY  y,  z,  (V, 

.^'2  '--2  "'2 

on  voit  qu'elles  ne  renferment  plus  qu'un  seul  coefficient  indéter- 
miné a. 

La  forme  même  de  ces  équations  montre  que  toutes  les  quar- 
tiques  qu'elles  représentent  sont  situées  sur  un  même  cône  qua- 
(Irique 

.'i      .      -1      .      "'1 


1'  :  -  :  \r 


y,  z,  <f| 

y-i  -■■!  '»•., 

ayant  son  sommet  au  point  stationnaire. 

19.  La  condition  de  rencontrer  une  droite  donnée  est  une  con- 
dition simple,  car  si  la  droite  donnée  est  l'arête  .X}'  du  tétraèdre  de 
référence,  les  équations  de  la  courbe  sont  de  la  forme 

ct  Ton  voit  qu'elles  contiennent  un  coefficient  de  moins  que  les 
équations  générales.  Par  exemple,  les  équations  d'une  cubique 
îrauclie  rencontrant  les  six  arêtes  du  tétraèdre  de  référence  son! 

r/,(/-a)(^-[i)(/-Y):r/,(^-a)(/-3)(^-E) 
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('(  elles  ne  retifernienf  |)lus(|iie  six  coeffieienls  réellenienl  indéter- 
minés. 

La  condition  de  loiu-lier  un  plan  est  de  même  une  (-ondilion 
simple;  car  si  le  plan  donné  est  la  face  x  =  o  du  tétraèdre  de  ré- 
férence, les  étpialions  de  la  courbe  seront  di'  l:i  forme 

et  elles  ne  renferment  que  /\m  -+-  3  coefficients. 

Ainsi  les  équations  d'une  conique  tangente  aux  (piatre  faces  du 
tétraèdre  de  référence  sont 

Les  points  de  contact  ont  pour  (;oordonnées 

o  ai{7.  —  ''^)-,      «afa  — y)-,      (74(x  — o)-. 

et  l'on  vérifie  sans  peine  que  ces  quatre  points  sont  situés  dans  un 
même  plan. 

Si  l'on  donne  en  outre  deux  points  delà  coni(|uc,  elle  sera  com- 
plètement déterminée.  Soient,  en  effet, 

les  deux  points  donnés,   et  supposons  qu'ils  doivent  correspondre 
aux  valeurs  ;  =  co   et  ^=::  o  de  la  variable.  Nous  aurons 

^■f'i  '  ji  :  -1  :  tï'i  =  ('i    :  f'î    :  «3    :  «^i. 
^2  ■  y 2  *  -2  •  "'2=  (^fi  =«"  '.  (ti  ?■  :  «3  7"  :  «lô-, 

d'où 

et  les  équations  de  la  conique  sont 

-('n/i)'^-"('-v/f)'-'('-v^)'^-('-\/:^)- 
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Ces  équations  ne  représentent  en  réalité  que  huit  coniques  dis- 
tinctes, car  deux  systèmes  d'équations  dans  lesquels  les  radicaux 
correspondants  ont  des  signes  contraires  représentent  évidemment 
la  même  courbe. 

Les  plans  âv  ces  huit  coniques  ont  pour  équation  générale 


a' 

J 

.r, 

/l 

^2 

J2 

y  j?j  .^£'2 


vVi72 


V/-l-2 


ytv'iH'j 


Ces  plans  ont  entre  eux  des  relations  de  position  très  intéres- 
santes, mais  que  nous  ne  pouvons  étudier  ici  sans  nous  écarter  un 
peu  trop  de  notre  sujet. 

20.  Cherchons  encore  les  équations  d'une  conique  qui  rencontre 
les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  gauche  et  qui  passe  par  deux 
points  donnés.  Si  les  côtés  du  quadrilatère  donné  sont  quatre  arêtes 
du  tétraèdre  de  référence,  et  si  l'un  des  points  donnés (.2:,,  >•,,  -, ,  (r,) 
correspond  à  la  valeur  ^  =:  co  de  la  variable,  les  équations  de  la 
conique  seront  de  la  forme 

.r,(^-a)(^-[i):j,(^-P)(^-Y):x:,(^-Y)(^-ô):.v,(^-S)(<-a). 

Supposons  maintenant  que  le  second  point  doive  correspondre 
à  la  valeur  o  de  la  variable,  on  aura 

iT'j  Sa  =  n'2  ; 

et   ces   équations   montrent   immédiatement  que  les  deux  points 
donnés  ne  peuvent  pas  être  quelconques;  elles  donnent  en  effet 

X2^_r2U^2. 

ce  qui  montre  que,  le  point  (.r,,r,,  z-,,  n,)  étant  donné,  le  second 
point  doit  être  situé  sur  la  surface  du   second  ordre,  qui  a  pour 

é  (  1 1 1  a  I K 1 1 1 


yw 


U-iZi 


Vi  H'i 
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C'est  qu'en  eiïct  toutes  les  coniques  qui  passent  par  le  point 
(j",,  l'n  ^1,  «v,  ),  et  qui  rencontrent  les  côtés  du  quadrilatère  gauche 
donné,  sont  situées  sur  la  surface  du  second  ordre  déterminée  par 
le  quadrilatère  et  le  point,  et  cjui  est  représentée  par  l'équa- 
tion (2). 

Ainsi,  en  i;énéral,  le  problème  est  impossible;  mais,  si  la  condi- 
tion (i)  est  satisfaite,  il  devient  indéterminé. 

III.  —  TafuiPiile. 

21.  Les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  gauche  étant 

/l»  fil  fil  f*-! 

celles  d'un  point  infiniment  voisin  seront 

f+f\dt,    f,+f',dt,    f,+f',dt,    f,+f',dt, 

f  désignant  la  dérivée  de  la  fonction  /'  prise  par  rapport  à  la  va- 
riable t.  Or  ces  deux  points  sont  situés  sur  la  droite  qui  a  pour 
équations 

dans  lesquelles  on  regarde  t  comme  une  constante  et  le  rapport - 

comme  une  variable  arbitraire.  Les  équations  (1)  sont  donc  celles 
de  la  tangente  à  la  courbe  au  point  t. 

Le  point  {f\-<  f\,,  fil  f',,)  est  évidemment  un  point  de  la  tan- 
gente; il  correspond  à  ?/  =  o. 

22.  Les  équations 

(  I  )  .r  :  ,r  :  G  =r  uj\  +  (•./•;  :  »/,  +  c/;  :  uj\  +  r/; 

représentent  le  plan  mené  par  la  tangente  à  la  courbe  gauche  et  le 
point  (V,  c'est-à-dire  le  plan  tangent  au  cône  projetant  la  courbe 
sur  le  plan  w  =  o. 

L'équation  de  ce  plan,  mise  sous  la  forme  ordinaire,  est 


(^•) 


œ       y       z 

A     A     A 

f\  ./■;  ./; 


IX. 
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Les  équations  (i)  peuvent  être  considérées  comme  représentant 
la  tangente  à  la  courbe  plane,  perspective  de  la  courbe  gauche  sur 
le  plan  w  =  o,  Tœil  étant  placé  au  sommet  opposé  du  tétraèdre  de 
référence. 

Si  dans  l'équation  (2)  on  regarde  a^,  y  elz  comme  les  coordon- 
nées d'un  point  donné,  elle  donnera  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  à  la  courbe  plane.  Or  cette  équation  est 
évidemment  de  degré  ^{m  —  i)  en  t;  donc  une  courbe  plane  uni- 
cursale  d'ordre  m  et  de  la  classe  2(771  —  i). 

Cette  expression  donne  également  le  nombre  des  tangentes  de  la 
courbe  gauche  qui  rencontrent  une  droite  donnée,  ou  enfin  l'ordre 
de  sa  développable  osculatrice. 

23.  Les  tangentes  en  un  point  double  ou  en  un  point  multiple 
d'ordre  quelconque  s'obtiennent  sans  difficulté.  Il  suffit  pour  cela 
de  remplacer,  dans  les  équations  générales  de  la  tangente,  ;  par  les 
valeurs  de  cette  variable  qui  correspondent  au  point  double  ou  au 
point  multiple. 

Soit,  par  exemple,  une  courbe  d'ordre  m  ayant  un  point  triple, 
au  sommet  w  du  tétraèdre  de  référence.  Ses  équations  seront  de  la 
forme 

.    .    . A 

et,  en  appliquant  la  règle  précédente,  on  reconnaît  sans  peine  que 
les  points  oîi  les  tangentes  au  point  triple  rencontrent  le  plan 
iv  =  o  ont  respectivement  pour  coordonnées 

?i(«),      ?2(^),     ?3(î'),     o; 
?.(?),     ?2(?),     'f3(?),     o; 
'fi(T).     ?2(ï)^     ?3(ï),     o. 
En  sorte  que  les  équations  des  tangentes  sont,  sous  la  forme  or- 
dinaire, 


?.(^) 

?2(«)             'M^) 

J7 

y          - 

?.(?)" 

'f2(!i)             ?3(?) 

.r 

.>'    _     - 

et 


i:a  - 


Soit  encore  une  quarlique  gauche  avant  un  j)oint  de  rebrousse- 
ment  au  point  x  et  passant  par  les  autres  sommets  du  tétraèdre  de 
référence.  Les  équations  sont  de  la  forme 


a,t-{-  />,        a,  «3 


{t  —  %}-  '  t  —  [i'  t  —  y'  t  —  0 

et  l'on  reconnaît  sans  peine  (jue  la  tangente  au  point  de  rebrous- 
sement  rencontre  la  face  opposée  en  un  point  qui  a  pour  coordon- 
nées 

(7.2  (l^  (t\ 

Oj      — ^'      '      ^' 

a  —  p        a  —  Y        a  —  o 

Dans  le  cas  où  la  quartique  considérée  passe  par  deux  autres 
points  fixes,  «o»  '^.•?»  <"^ii  P^  y  et  o  sont  des  quantités  connues,  et  a 
est  un  coefficient  variable  (18).  Dans  ce  cas,  le  lieu  du  point  où  la 
tangente  de  i-ebroussement  perce  le  plan  ^  =  o  a  pour  équations 


/ 


f-3 


C'est  donc  une  conique  circonscrite  à  la  face  du  tétraèdre  de  ré- 
férence située  dans  ce  plan. 

24.  La  condition  de  toucher  une  droite  donnée  est  une  condition 
triple.  Si,  par  exemple,  la  droite  zw  est  tangente  à  une  courbe 
gauche  rationnelle,  les  deux  fonctions  f\if'x  auront  en  commun 
un  facteur  (  i  —  a)'-  ;  de  sorte  que  les  équations  de  la  courbe  pour- 
ront se  mettre  sous  la  forme 

et  elles  contiennent  trois  coefficients  de  moins  que  les  équations 
générales.  Une  tangente  donnée  avec  son  point  de  contact  équivaut 
à  quatre  conditions,   puisqu'alors  on  connaît  la  valeur  de  a  qui 
entre  dans  les  équations  précédentes. 
Les  équations 

représentent  évidemment  une  quartique  gauche  inscrite  dans  un 
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fjuadrilatère  gauche  avant  les  mêmes  sommets  que  le  tétraèdre  de 
référence. 

Les  points  de  contact  ont  pour  coordonnées 


o 


et  l'on  a 


r?,(Y  — o)2 


o 


( 


o 


?.y- 


o 
o 


(P-Y)2  o  o 

o  (a-^)^       (a-o; 


(Y-5)2 
o 
o 


donc  ces  quatre  points  sont  situés  dans  un  même  plan. 

Deux  autres  points  donnés  suffiront  pour  déterminer  la  courbe; 
mais  il  est  facile  de  voir  qu'elle  a  nécessairement  un  point  double, 
et  que,  par  suite,  quinze  conditions  suffisent  pour  la  déterminer. 
Donc  les  deux  points  donnés  ne  pourront  pas  être  quelconques,  et 
il  devra  exister  entre  leurs  coordonnées  une  relation  qu'il  est  facile 
de  trouver. 

Soienten effet  (x,,  j'i,  :;i,  (\'i),  (xo,  J'a?  ^21  ^t'ii)  les  coordonnées 
des  points  donnés,  que  nous  supposerons  devoir  correspondre  aux 
valeurs  t  =  00  et  /  =  o  de  la  variable.  Nous  aurons 


"^1  •  J'i  •  ^1 


^2  '  ,72  '  -2  •  tro  =  (7ia-  ji 


cil  '.  a.2  '.  ff-i  '•  <^'* 


202 


a^ 


3,2  .,2 


T"  *  '^:i7"^^  *  «^vo'^a^, 


doù,  en  éliminant  «1,  r/^,  a^,  a.,,  a,  3,  v  et  0, 


1^'  i 


x^z-i       ri»r, 


résultat  qu'on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  :  Toutes  les 
(juartiques  gauches  unicursales  inscrites  dans  un  quadrilatère 
gauche  et  passant  en  un  point  donné  sont  situées  sur  la  qua- 
drique  déterminée  par  le  quadrilatère  et  le  point  ('). 


(')  Note  de  la  Rédaction. —  Ce  résultai  est  imnicdiat  si  l'on  remarque  que,  par 
l'une  de  ces  courbes,  passe  une  quadriquc,  et  une  seule,  qui  est  évidemment  celle 
de  l'cnonrc,  puisque  cette  surface  et  la  courbe  considérée  ont  neuf  points  com- 
muns. II.  P. 


—  i:{;{  — 


IV. 


Plan  oscillateur 


25.  Le  plan  osculateur  au  point  t  de  la  courbe  gauche  G   esL  le 
plan  mené  par  les  trois  points  infiniment  voisins 

u\+f\<ft,  /2+yv/^  j\'\-f-,dt,  f,+j\dt), 

Or  ces  trois  points  sont  situés  clans  le   plan  (jui  a  pour  équa- 
tions 

.    i  /t  -+-  «y;  +  ^i\ 

ou  bien,  sous  forme  ordinaire, 


(2) 


J\         fl         h         h 
./  1         J  ï         /s         /  4 

A    f\    J\    f\ 


Les  équations  (i)  ou  (2)  sont  donc  celles  du  plan  osculateur. 
Lespoints  (/;,/;,/;,/;),  {f\,f'.,flJ",)  sont  deux  points  du 
plan  osculateur  de  la  courbe  gauche  au  point  {/i^f-yy/sj/i)- 

26.   On    voit   immédiatement   que  le  plan  osculateur  au  point 
t  =  IX  de  la  courbe 


t  —  a 


?2   .    ?3  .    ?4 


a  pour  équation 


y  z  n- 

'i,(a)        o,(a)        o,(a) 

'fU^)       '■?3(^)       ?4(^) 


=:  O. 


De  même,  les  plans  osculateurs  au  point  double  [t  =  x,  t  =  ''^) 
de  la  courbe 


{t-^){t-^) 


'fa  '  'f V 
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ont  respectivement  pour  équations 


'f2(^)  ?3(«)  'f4(^) 

?2(=')  ?'3(^)  ^K^) 


=  o     et 


y  z  w 

?.(?)  ?3(?)  ?4(?) 

?;(?)   ?;(?)   'fU?) 


Le    plan   osculateur  au  point  de  rebroussement  (^  =  a)  de  la 
courbe 

/.        .      .      . 

(f  — a)2      '        ' 

a  de  même  pour  équation 

y  z        ■       w 

'H(^)         'fsl^')         'f4(^) 

?2(^)  ?3(^)  ?l('^) 

Soient,  par  exemple,  la  quartique  gauche  (23) 

{t  —  %)^    '   t—  '^  '  t  —  '(  '   t  —  o' 

Le  plan  osculateur  au  point  de  rebroussement  (t  =  y.)  a  pour 
équation 

y  z  iv 

I  I  I 


? 


—  T 


=  o, 


(^a  — [ij^        (oc  — YJ^        ('^  — ^^)' 
ou  bien,  en  développant, 

Si  cette  quartique  passe  en  deux  points  donnés,  aest  uncoefficient 
variable,  et  l'on  voit  que  le  plan  osculateur  au  point  de  rebrousse- 
ment enveloppe  une  cône  quartique,  dont  la  base  sur  le  plan  x  =  o 
est  une  conique  circonscrite  à  la  face  du  tétraèdre  de  référence 
située  dans  ce  plan. 

Le  plan  osculateur  au  point  f  =  a  de  la  courbe 


/.:/.:  (^-^)- ?.:(<-'<)- ?: 
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tangente  à  l'arèle  xy  du  tétraèdre  de  référenee  a  pour  équations 

Soit,  j)ar  exemple  (24),  une  quartique  unicursale  tangente  à  un 
quadrilatère  gauche  ayant  mêmes  sommets  que  le  tétraèdre  de 
référenee 

:  a,{t  -  '^y{t  ~  ■;  y:  a,{t  -  '(  f  {t  -  0)-^  :  a,{t  -  ?.y  {t  -  o^Y; 

les  plans  osculateurs  de  la  courbe  en  ses  points  de  contact  avec  les 
côtés  du  quadrilatère  ont  pour  équations 


Z  iV  i\'  X 


(0 


ces  quatre  plans  se  coupent  donc  en  un  même  point. 

27.  Si^,j',  3  et  (V  sont  les  coordonnées  d'un  point   donné   de 
l'espace,  l'équation 

X       y        z        iv 

h       J\       J\       h 
J\      A      A      A 

J  \         J  i         .fi         y  4 

résolue  par  rapport  à  i,  donnera  les  points  de  contact  des  plans 
osculateurs  menés  à  la  courbe  par  ce  point.  Tl  est  facile  de  voir  que, 
dans  le  cas  d'une  courbe  unicursale  d'ordre  m,  cette  équation  est 
d'ordre  3  (  //i  —  2  )  en  ^. 

Désignons  en  effet  par  A /"la  fonction  définie  par  Téquation  sui- 
vante : 

la  fonction  dérivée  A/ est  d'ordre  m  —  i  en  ^. 
De  même  la  fonction  A-/,  définie  par  l'équation 

^V=  ^(  V)  =  ('«  -')(/''/-  Kf')-  i{'^if-fA)' 

r=  m{m  -y)/-  2  (m  -  i)  tf  -i-  r-f", 
sera  d'ordre  ni  —  2.  et  ainsi  de  suite. 
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Ceci  posé,  on  reconnaît  immcdialenient  qu'on  a 


J? 

y 

'■ 

iV 

j- 

,v 

- 

(V 

y. 

fi 

A 

Â 

^v\ 

^V-2 

^'A 

^y\ 

./; 

y; 

./';. 

./■- 

V", 

\f'2 

\A 

v; 

f\ 

A 

A 

y; 

./"; 

A 

A 

/.; 

ce  qui  montre  que  l'équation  (i)  est  d'ordre  3  (/?^  —  2)  en  t.  Telle 
est  la  classe  d'une  courbe  gauche  unicursale  d'ordre  m. 

28.  Quand  une  courbe  gauche  unicursale  a  un  point  de  rebrous- 
sement,  sa  classe  diminue  de  deux  unités.  Soient,  en  effet, 


/i  :  ^-?2  :  ^-'fa 


■fi 


les  équations  d'une  courbe  gauche  ayant  un  point  de  rebrousse- 
ment  pour  f  =  o,  au  point  x.  1^'équation  générale  du  plan  oscula- 
teur  est 

y  -3  iv 

t'-o.2  t-o^  t-(2^ 

{t'^^,y    {f-'s,)'    {t^'o,y 
{t''?.y    (^'^'3)"    (i'-o,)" 


X 

.A 


o. 


Je  dis  que  /-  est  facteur  dans  le  premier  membre  de  cette  équation. 
11  suffit  pour  s'en  assurer  de  vérifier  que  t-  est  facteur  dans  le  dé- 
terminant 

y  z  w 

it^'f,)'     {t'^.y     {t^',,y 
{t'^.y    {t'-'^,Y    {r-'^,r 

ou  simplement  dans  le  déterminant 


f^' 


{t'o.y 


et  on  le  reconnaît  très  simplement  en  développant  les  termes  de  ce 
déterminant. 

On  démontrei^ait  de  même  que  si  une  courbe  gauche  unicursale 
d'ordre  /n  a  un  point  midtiple  pour  lequel  y>  branches  de  la  courbe 
ont  la  même  tangente,  la  classe  de  la  courbe  est  égale  à 


3(/n  —  2)—  2  {/)  --1). 
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129.  Un  plan  osculalcur  donné  d'imc  courbe  cquivaiiL  à  deux 
condilions.  On  exprime  en  cffel  que  le  plan 

Lv  H-  m  Y  -h  n  z  -\-  p  w  =1  o 

oscule  la  courbe  C,  en  écrivant  les  condilions  pour  que  l'érjua- 
lion 

ait  trois  racines  égales. 
Autrement,  les  équations 

représentent  évidemment  une  courbe  ajant  un  contact  du  second 
ordre  avec  le  plan  ^  =  o,  et  l'on  voit  que  ces  équations  renferment 
deux  coefficients  de  moins  que  l'équation  générale. 

30.  Cherchons,  comme  exemple,  les  équations  d'une  cubique 
gauche  dont  on  donne  six  plans  oseulaleurs,  savoir  les  quatre  faces 
du  tétraèdre  de  référence  et  les  deux  plans 

l  X  -V-  m  y  -4-  «  z  -\-  p  (T'  =  o, 
l^X  -\-  miV  -ir-  HiZ  -\-pin'=zo. 

Les  équations  de  la  courbe  seront  de  la  forme 

a.i{t - ccy  :  a,{t -  ^y  :  a,{t - ^(Y  :  a,{t  -  ùY, 

et  nous  achèverons  de.  les  déterminer  en  exprimant  que  chacune 
des  équations 

l  ai{t  —  oLy -{-?}{  a,{l—  p)*+«  aAt  —  ';y  +  p  a,,{t  —  oy=o, 
lva,{t  -  :>.y  +  m,a,{t  -  'py  +  n,a,{t  -  -y  +  p,a,{t  -  r.y^o. 

a  trois  racines  égales. 

Pour  simplifier  les  calculs,  nous  supposerons,  ce  qui  est  permis, 
que  la  racine  triple  de  la  première  équation  doit  être  égale  à  o,  et 
celle  de  la  seconde  à  l'inlini. 
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iNous  aurons  alors  les  relations 

I  a^T.  -\- m  «2?  -I- «  «3 Y  -^ p  «i^  =  o, 

/  aja^-h  /?i  «2  13^4-  «  ai'i^+  p  a.J?=:o, 
/,ai  4- //il «2  H-/«i«3  +  P\Ci'^  =^0, 
/,a,a  H-//j,fl!2P  4-/^1  «3 Y  -^ Pid^o  =zo, 

II  a,  a^  4-  //<i  «2  f^^  +  «1  «3  Y''  +  Pi  <^4  ^■^  ==  o- 
Des  trois  premières  on  tire 

/<7|  a  nia^/^ 


0  —  'i)K-i-^-')^^^—'i>} 


(Y-^^Jl' 


')(^-Y) 
pa^o 


(o_a)(a-;i)([i-o)  (a-[i)(^-Y)(Y_a) 

Les  trois  dernières  donnent  de  même 


(ri-Y)lY-^^)(^^-;^) 

(-^_a)(8_a)(a— Y) 

/i,«3 

_                             —  />!  «4 

-^.:_a)(a-^)(^- 

8)        (a-[i)(;i_v)^.^_-,) 

On  a  donc 

/a       //?;i 

_  "'!  _P'\ 

/,  ~  /?/, 

«1       7^1  ' 

d'où 

a  =  ^,      ^  =  "h 

V            "'            ?  — ^'' 

l         '          //i 

'     "         />  ' 

,_(?-yUy-oUo- 

—  h)  _  (//?,//) (/?,/') (/>|//0 

l'X 

lllli-  li-jj- 

—  —  Cj.j.  /*^('/J  „^/'/.. 

.,^ 

en  posant  [m^n)  =  niiH  —  m/ii. .  .,a\ec  des  expressions  analogues 
pour  «2,  «3}  ^-f  1  ;  les  équations  de  la  courbe  sont  donc  enfin 

Y{ithn){ni[)){[>^n)(t—  - 


-'^^i"^r)MMit-'^^ 


'-^{r,){lini){nip)[t-  '^ 


'■^(lnt,')(ni^n){nJ)(L        '''\~ 
Ps  V  /'  ' 
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31 .  Cherchons  encore  les  équations  d'une  cubique  gauche  oscuhi- 
Irice  aux  quatre  faces  du  tétraèdre  de  référence  et  passant  en  deux 
points  donnés  (  J",,  j^,,  ^j,  «'j  ),  (^o,  j>^o,  Zo,  (Va)  pour  i  =  co  et 
t  =  o,  respectivement. 

Les  équations  de  la  courbe  seront  de  la  forme 

a^{t  -  olY  :  a,{t  -  '^r  :  a,it  -  ^Y  :  a,{t  -  0)3, 
et  l'on  aura 

«1  :  «2 1  «3 1  «^4  =  -3^1  r  Vi  '.  ^1  '.  'ï'i  ; 
«1  a'  :  a,  'p  :  a^f  :  «^  o^  =  ^2  :  y.^  :  -2  :  »'2  ; 

les  équations  de  la  courbe  sont  donc 

Il  y  a  81  solutions,  dont  une  seule  est  réelle. 

32.  Les  équations  d'une  courbe  gauche  étant 

nous  avons  vu  que  les  équations 

(0  x\y\z^f,\f.,\j\ 

sont  celles  de  la  courbe  plane  perspective  de  la  courbe  gauche  sur 
le  plan  (v  =  o,  l'œil  étant  placé  au  point  w.  Or,  il  est  évident  que 
les  points  de  contact  des  plans  osculateurs  de  la  courbe  gauche  qui 
passent  par  l'œil  se  projettent  suivant  les  points  d'inflexion  de  la 
courbe  plane;  ces  points  sont  donc  déterminés  par  l'équation 


j\   y;    h 

lll  /■!>  fil 

J  \  /  2          J  -i 


—  o\ 


cette  équation  exprime  ainsi  que  trois  points  infiniment  voisins  de 
la  courbe  gauche  plane  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  rationnelle  d'ordre  /«,  l'équation  ci- 
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dessus  pcul  cire  remplacée  parla  siiivanlo  (27) 

AV;    ^'A    ^'A 

\/\      \/"-2      \l\ 

\n     \f\     Ay; 

elle  est  donc  d'ordre  3(/?^ —  2);  ainsi,  une  courbe  plane  unicur- 
sale  d'ordre  ni  a  ?>[in — 2)  points  d'inflexion.  Un  point  de 
rebroussement  diminue  ce  nombre  de  deux  unités,  et,  en  général, 
un  point  multiple,  dont/>  tangentes  coïncident,  le  diminue  de 
i{p  —  i)  unités. 


V.  —  Plans  oscillateurs  stationnai/es. 

33.  La  condition  pour  que  quatre  points  consécutifs  d'une 
courbe  gauclie  soient  dans  un  même  plan  s'obtient  en  substituant 
dans  l'équation  du  plan  osculateur,  qui  contient  trois  points  consé- 
cutifs de  la  courbe,  les  coordonnées  d'un  quatrième  point  voisin, 
savoir 


(A 


•  ), 


ce  qui  donne 


A  A  A  A 

f\  f\  A.  /; 

A\  A'.  ./•;  y: 

/■m  rlll  /•/«  ,111 

/  1  ./  2  y  :i  ./  4 


=  0; 


telle  est  l'équation  qui  détermine  les  points  de  contact  des  plans 
osculateurs  stationnaires. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  courbe  unicursale,  l'équation  ci- 
dessus  peut  être  remplacée  par  la  suivante  (27)  : 


Al/; 

^'A 

Al/a 

A'./; 

^\f\ 

Av; 

Av; 

^j\ 

A./", 

A./'; 

A/1 

v; 

A'[ 

a: 

rtll 
.1  .\ 

Al 

Donc  elle  est  d'ordre  ^{ni  —  3)  en  t,  et  l'on  voit  qu'une  courbe 
unicursale  d'ordre  m  a,  on  général,  4  (  "' —  '0  plans  osculateurs 
stationnaires. 


—  lil  — 

3i.  On  (icinotilre  tics  simplemcnL  que  si  une  courl)e  a  un  point 
de  rehroussement,  le  nombre  des  plans  stationnaires  diminue 
de  trois  unités,  de  sorte  que,  si  une  courbe  a  k  points  de  rebrous- 
senient,  et  si  11=  o  est  l'cqualion  d'ordre  k  en  t  qui  détermine 
ces  points,  l'équation  qui  donne  les  plans  stationnaires  prend  la 

Ibrine 

1{'  A  :=  o, 
et  alors  l'équation 

A=r  o 

est  une  équation  d'ordre  4('"  —  3)  —  ik  qui  détermine  les  points 
de  contact  des  [)lans  stationnaires  véritables. 

De  même,  si  une  courbe  gaucbe  unicursale  a  un  point  multiple 
pour  lequel  p  brandies  de  courbes  ont  la  même  tangente,  le 
nombre  des  plans  stationnaires  diminue  de  3  (/?  —  i)  unités. 

Ainsi  une  quartique  gauche  a,  en  général,  quatre  plans  oscula- 
teurs  stationnaires;  si  elle  a  un  point  de  rebroussement,  elle  n'a 
plus  qu'un  seul  plan  slationnaire.  Une  quintique  gauche  ayant 
deux  points  de  rebroussement  a  deux  plans  stationnaires;  une 
sextique  gauche  ayant  quatre  points  de  rebroussement  est  de  la 
quatrième  classe  et  elle  n'a  aucun  plan  stationnaire. 

35.  Un  plan  stationnaire  donné  d'une  courbe  gauche  équivaut  à 
trois  conditions. 

On  obtient,  en  effet,  la  condition  pour  que  le  plan 

Lr  +  my  +  nz  -{- pw  =  o 

soit  un  plan  osculaleur  stationnaire  d'une  courbe  donnée,  en  ex- 
primant que  l'équation 

tj\  +  "'/2  +  "/a  +  PJ\  —  o 

a  quatre  racines  égales,  ce  qui  donne  trois  conditions.  Autrement 
les  équations 

représentent  évidemment  une  courbe   ayant  pour  plan  osculatcur 
stationnaire  ^  =  o,   et  l'on  voit   qu'elles  renferment   trois  coeffi- 
cients de  moins  quelcs  équations  générales. 
Par  exemple,  les  équations 
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sont  les  équations  générales  d'une  quartiquc  gauche  rapportée  à 
ses  plans  osculateurs  stationnaires  supposés  réels. 

Soient  (^1,  J'i, -^1,  <ï^i),  (-^o»  J'25  ^2  5  ^ï^a)  deux  point  donnés  de 
la  courbe  correspondant  aux  valeurs  t  =  co  ,  et  ^  =  o  delà  variable, 
nous  aurons 

;r,  ;  j'i  i  jZy  ;  (\\  ^^  ai  i  ao  '.  0,.^  '.  (i\  ; 
et  les  équations  de  la  courbe  sont 

Il  Y  a  128  solutions.  Si  les  quatre  quotients—)  — >  — >  —sont 
•^  ^  -^^i    Ji    -1     «1^1 

de  même  signe,  64  solutions  sont  réelles  et  64  sont  imaginaires. 
Dans  le  cas  contraire,  il  n'y  a  aucune  solution  réelle. 

Si,  au  lieu  de  donner  deux  points  pour  achever  de  déterminer  la 
courbe,  on  donne  deux  plans  osculateurs, 

l  j^  -\-  m  y  -[-  n  z  -hp  i\'  =  o, 
/i^H- w,  r  H-  n^z-hpi  iv=o, 

nous  aurons  à  exprimer  que  chacune  des  équations 

l  aiit  —  oiy  +  m  a.2{t—^y^n  {(^{t  —  ^y-^p  a:,(t  —  oy  =  o, 
/irt,(«  —  a)*  +  niiCt^it—  P)*  +  «,«3(^  — y)'  H-/j,a4(/:  —  o)*rzzo 

a  une  racine  triple. 

Si,  pour  simplifier  les  calculs,  nous  supposons  que  ces  racines 
soient  zéro  et  l'infini,  nous  aurons 

/  rt,  a^  +  m  a.2  P^  -h  11  «3  Y^  4-y>  «4  0^  =r  o  ; 
/  a,  a^  4-  m  a^  p'^  4-  n  «3  "f  -^-  p  «4  0^  =  o  ; 

/  «1  a*  H-  jn  «2  P*  -H  /i  «3  Y^  -H  JO  «4  0*  :r:  o  ; 
/,  rv,  -i-m,«2  +/ii«3  +/^i«v  =0; 
/,  a^  a  -i-  /?/,  cii.  ^  +  «j  a^  y  4-/;,  a.,  3  =r  o  ; 
/,  rt,  a-   (-  /??,  «2  p-  -t-  /?i  <73  Y"  +pi  «4  52  —  o. 
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Les  trois  premières  équations  donnent 


Les  trois  dernières  donnent  de  même 

/,  ''/,  ■ —  /;?,  r/, 

_  «1«3  _  — />1«V 


On  déduit  delà 

/a-  /«^-         /r;'^         />o- 

/,    ~    nii    ~    fil    ~  pi  ' 
d'où 

.=  i/5,     ?=l/^,     •;=\/^.     3  =  1^' 
y    /  y/   //i  y   /«  y  p 

_  (3  — y)(y  — o)(r:— ^)  _  ^  {\nW~i'i)[\l~i^y][\'i^i) 
/i  /[  linnp 

en  posant 

\niin  —  \  ni  II  y  =  (^//<i /<)... 

avec  des  valeurs  analogues  pour  a^,  a^,  a^.  Les   équations  de  la 
courbe  sont  donc 


-  {\'ni^n)[\J^}){\Jpim)[t  —  U -j 


VL  —  Points  d'injlexioii  linéaire  et  tangentes  singulières. 

36.  Cherchons  maintenant  les  conditions  pour  qu'il  existe  sur 
une   courbe  gauche  un   point  d'inflexion   linéaire,  c'est-à-dire  un 


—  m  — 


point  lel  que  les  deux  points  infiniment  voisins  de  la  courbe  soient 
situés  avec  lui  sur  une  mcmcligne  droite. 

Les  conditions  qui  expriment  que  trois  points  de  la  courbe  sont 
en  ligne  droite  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


A     A     A     A 

/,  ./;  ./;  ./; 
y;   /;  ./";  a 


o, 


le  premier  membre  de  cette  équation  représentant  le  système  de 
déterminants  qu'on  obtient  en  omettant  successivement  une 
colonne.  On  a  ainsi  deux  équations  distinctes  entre  lesquelles  on 
éliminera  t  pour  obtenir  la  condition  cliercliée. 

37.  Les  équations  du  paragraphe  précédent  expriment  qu'en  un 
point  d'inflexion  linéaire,  le  plan  oseulateur  est  indéterminé.  Si 
donc  il  existe  sur  une  courbe  un  point  d'inflexion  linéaire,  a, 
l'équation  générale  du  plan  oseulateur  est  divisible  par  t — a, 
et  par  suite,  elle  n'est  plus  que  du  degré  3(/« — i)  —  i  en  t. 
Ainsi  l'existence  d'un  jioint  d'inflexion  linéaire  diminue  d'une 
unité  la  classe  de  la  courbe.  Une  quartique  gauche  ayant  un  point 
d'inflexion  linéaire  est  de  la  cinquième  classe;  elle  est  de  la  qua- 
trième classe  seulement  si  elle  a  deux  points  d'inflexion. 

Les  équations 

représentent  évidemment  une  courijc  ayant  un  point  dinflexion 
linéaire  pour  t  =:  a;  la  tangente  d'inflexion  est  l'arête  ^(V  du  té- 
traèdre de  référence.  Il  résulte  de  là  qu'une  tangente  d'inflexion 
linéaire  donnée  d'une  courbe  gauche  équivaut  à  cinq  conditions;  si 
le  point  de  contact  est  donné,  la  tangente  d'inflexion  équivaut  à 
six  conditions. 


38.  Un  plan  mené  par  une  tangente  d'inflexion  d'une  courbe 
gauche  et  un  point  infinimentvoisinest  un  plan  stationnaire,  puis- 
qu'il contient  quatre  points  infiniment  voisins  de  la  courbe.  Je  dis 
qu'un  tel  plan  compte  pour  deux  dans  le  nombre  des  plans  slation- 


naircs  de  la  courlx;  gaucbc. 
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Soient  en  ellel 

^■''f  1  '  ^'  '■r'2  '.  Ji'.  /k 

les  éqnahons  d'une  eourbe  gauche  ayant  nn  point  d'inflexion  pour 
/  =  o.  Les  plans  stalioiiiiaires  sont  donnés  par  l'équation 

t'o^  t''^2  /a        A 

(/■^?.)'  (^^'fi)'  A  A 
(t^o,)"  {t^^.y  f",  j\ 
{p ■.,)'"    {t^'^.y    fi    f'i 

Pour  reconnaître  que  /-  est  facteur  dans  le  premier  membre  de 
cette  é(jualion,  il  suffit  de  vérifier  qu'il  est  facteur  dans  le  déter- 
minant 

{t^o,)'"       (t^o,)'" 

ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté. 

Ainsi,  une  quartique  gauche  ayant  deux  points  d'inflexion 
linéaire  n'a  pas  d'autre  plan  stationnaire  que  les  plans  osculateurs 
en  ces  deux  points. 

39.  Plus  généralement,  les  équations 

repi'ésentent  une  courbe  unicursale  ayant  un  contact  d'ordre  n  —  i , 
pour  t  =  oL,  avec  l'arête  zw  du  tétraèdre  de  référence;  la  classe  de 
cette  courbe  est  égale  à  3(/w  —  2)  —  [n —  2),  et  le  nombre  de  ses 
plans  osculateurs  stationnaires  est  égal  à 

4  (  «i  —  3  )  —  2{n  —  2  ) . 

En  outre  de  ces  plans,  il  existe  un  plan  ayant  avec  la  coui^be 
un  contact  d'ordre  n  au  point  l  ==  a;  l'équation  de  ce  plan  est 


il  compte  pour  2(7?  —  2)  plans  stationnaires  ordinaires. 
40.  Par  exemple,  les  équations 

:  ( f  —  ^ )« (  ^  —  Y )"  :  (^  —  7 )"  (  f  —  0 )"  :  (  /  —  0  )"  (^ /  —  a )" 

IX.  10 


liG  - 


représenlcnt  une  courbe  gauche  d'ordre  2/<,  ayant  un  contact 
d'ordre  /?  —  i  avec  les  côtés  du  quadrilatère  gauche  xjzw.  Les 
points  de  contact  ont  respectivement  pour  coordonnées 


O  (a  - 

o  o 

(o  — a)'»       (o  — y)" 


o 

(3-v)«       (?-a)" 
o  (T-5)« 

o  o 


et  l'on  a 


o 
o 


(a—  p)'^        (a—  0)"  o 

o  (?  — y)"      (?  — ^)" 

o  o  (y  — 5)" 


(o  — a)«       (5 


o 


o 


Donc  ces  quatre  points  sont  situés  dans  un  même  plan. 
Les  plans  osculateurs  de  la  courbe  en  ces  points  ont  respective- 
ment pour  équations 

a:        (T' 

(a—  ^)"  "~"  (  a  —  0  )"  ' 

y  a^ 

(?-Y)"^(fi-=')"' 
V  z 


{■!-P)"        lY-°)" 


et  l'on  voit  qu'ils  se  coupent  en  un  même  point  ayant  pour  coor- 
données 

(a-p)'S      (Y-?)^      {'!-o)",      (a-5)«. 

Les  résultats  obtenus  précédemment  (24)  et  (26)  pour  la 
quartique  gauche  sont  des  cas  particuliers  des  théorèmes  qui  pré- 
cèdent. 

VIL  —  Plans  surosculatrurs. 


A\ .   On  (>l)iinit  d'nnf  manière  générale  les  conditions  pour  que 


(•  p 


lu-  ■:-  in  y  -V  nz    \-  /'«r  -^  o, 


-  in  — 

ait,  avec  la  courbe  gauche  unicursale  C,  nu  cr)nlacl  d'ordre /i  —  i, 
en  exprimant  que  l'équation 

a  n  racines  égales,  ce  qui  donnera  n  —  i  conditions. 
Il  est  évident  que  les  équations 

représentent  une  courbe  ayant  avec  le  plan  x  =  o  un  contact  d'ordre 
n  —  1  pour  ^=  a;  et  l'on  voit  qu'un  plan    donné    ayant   avec   la 
courbe  un  contact  d'ordre  n  —  i  équivaut  à  /i  —  i   conditions. 
Par  exemple,  les  équations 

ai(^  — a)'«  :  a.{t—  ^Y"  :  «3(^  — y)'«  :  (,^{t  —  o)"' 

représentent  une  courbe  unicursale  d'ordre  m  avant  avec  chacune 
des  faces  du  tétraèdre  de  référence  un  contact  d'ordre  m  —  i. 
Les  points  de  contact  ont  pour  coordonnées 


o 

r/,(a-?)'« 

«3(a  — 

t)'" 

ffv(a  — o) 

«i(?-a)'" 

o 

«3(?- 

t)'" 

a,(P-S) 

«i(T-a)'" 

«,(y-P)- 

o 

«..(v  —  o) 

a,(o  — a)"' 

a,{o-^y- 

«3(8- 

t)'" 

O 

Si  m  est  un  nombre  impair,  on  a 

I  «2(t  — P)  t)  «Jy_S)' 

1«2(S-?)      «3(S-t)'«  o 


o, 


ce  qui  montre  que  les  points  de  contact  de  trois  des  faces  du  té- 
traèdre sont  dans  un  même  plan  avec  le  sommet  correspondant. 
Comme  cas  particulier,  les  points  de  contact  de  trois  plans  oscula- 
teurs  d'une  cubique  gauche  sont  dans  un  même  plan  avec  leur 
point  d'intersection. 

4i2.  Deux  points  donnés,  ( o-, ,  r,,  z, ,  w,  ),  (xo,  ^>-2,  i;.2,  w,)  de  la 
courbe  suffisent  pour  la  déterminer  complètement.  On  peut  sup- 
poser en  effet  que  ces  points  correspondent  aux  valeurs  t  =  oc  et 
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t.  =  (I  (le  la  variable,  et  les  équations  de  la  courbe  sont 


V-.    t 


'"/.Vo 


■43.   Le  plan  osculateur  de  la  courbe  a  pour  équation 
X  y  z  w 

ou  bien,  en  développant  le  premier  membre, 

_  (a-a)(a-^)(^-5)        ^^  (a-^)(^-Y)(Y-a) 


o, 


+  z 


—  o, 


équation  du  degré  3(;;?  —  2),  ainsi  que  cela  doit  être. 

Les  plans  osculateurs  stationnaires  de  la  courbe  sont  donnés 
par  l'équation 


{t  —  a)"' 

{t-'^)'" 

(f_Y)"' 

{t-zy- 

(^  — a)'«-' 

(^-p)'"-' 

(f-Y)'"-' 

(^t  —  oy-^ 

(l  —  a)'"-2 

(^_  (^)>n-2 

(^-y)'"-^ 

(f_r:)'«-2 

{t  —  %)">-^ 

{t—  p)'"-» 

(^_y)'«-3 

(^  — 0)'"  ' 

(|ui,  développée,  devient  simplement 

la  courbe  n'a  donc  pas  d'autre  plan  stalionnaire  que  ses  plans 
surosculateurs.  L'on  voit  en  outre,  et  il  est  facile  de  démontrer 
directement,  qu'un  plan  surosculateur  ayant  avec  la  courbe  un 
contact  d'ordre  m  —  1  tienl  la  place  de  m  — 3  plans  station- 
naires. 
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Vlll.  —  Dévcloppablc  osai  lut  rice. 
41.   Si,  dans  les  équations  générales  delà  tangente 

A  +  "y"i  :  fi + «/"u  '-  h + "/a  '•  /4  -+-  "y* . 

on  regarde  i  et  u  comme  des  variables  indépendantes,  ces  équa- 
tions représenteront  la  développable  osculalrice  de  la  courbe 
gauche  C. 

Nous  obtiendrons  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  w  =  o, 

en  faisant  m  = —  ^f?  ce  qui  donne 
J I, 

^:7:^  =  (/i/4)  :(/./.)  :(/3/J- 

Chacun  des  déterminants  qui  entrent  dans  cette  équation  est 
d'ordre  u(/?«  —  i)  en  t\  donc  la  section  plane  de  la  développable 
osculatrice  et  par  suite  la   développable  elle-même  sont  d'ordre 

2 (m  —  i)  (2;2). 

La  classe  de  la  développable  est  égale  à  celle  de  la  courbe  elle- 
même,  c'est-à-dire,  en  général,  à3(/?i  —  2). 

Un  point  de  rebroussement  diminue  d'une  unité  l'ordre  de  la 
développable,  et  de  deux  unités  sa  classe. 

Un  point  multiple  tel  que/>  branches  de  courbe  qui  s'y  croisent 
ont  la  même  tangente  diminue  l'ordre  de  la  développable  oscu- 
latrice de  />  —  I  unités  et  sa  classe  de  2  i^p  —  1). 

Aussi,  la  développable  osculatrice  d'une  cubique  gauche  est  du 
quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe;  celle  d'une  quartique 
unicursale  générale  est  du  sixième  ordre  et  de  la  sixième  classe; 
celle  d'une  quartique  avant  un  point  de  rebroussement  est  du 
cinquième  ordre  et  de  la  quatrième  classe;  celle  d'une  quintique 
ayant  deux  points  de  rebroussement  est  du  sixième  ordre  et  de  la 
sixième  classe,  etc. 

io.  La  section  plane  de  la  développable  osculatrice  élaul  une 
courbe  unicursale  d'ordre  2/??  —  2,  elle  a  en  général 

(  2  ;w  —  3  )  (  2  /?z  • —  4  ) 
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points  doubles  ou  points  de  rebroussement.  Or  il  est  facile  de 
voir  que  les  points  de  la  courbe  gauche  situés  dans  le  plan  de  la 
section  sont  des  points  de  i^ebroussement  de  cette  section.  Soient, 
par  exemple, 

A:  t'^.,:  to.,:  t-^, 

les  équations  d'une  courbe  gauche  qui  passe  par  le  sommet  x  du 
tétraèdre  de  référence,  pour  i  ^  o.  Les  équations  de  la  section  de 
la  développable  osculatrice  parle  plan  (v  =  o  étant,  en  général, 

</i/J  :(/,/,)  :(./;./;), 

on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  deux  déterminants  contiennent 
t'  en  facteur. 

Donc  une  section  plane  de  la  développable  osculatrice  a  en  gé- 
néral 

2  ni^  —  8  /«  4-  6  =r  2  (  //i  —  I  )  (  /'i  —  3  ) 

points  doubles  autres  que  ses  points  de  rencontre  avec  son  arête 
de  rebroussement.  Il  existe  donc  sur  la  développable  une  courbe 
double  d'ordre  2(m  —  i)("^  —  ^)- 

Ainsi  la  développable  osculatrice  d'une  cubique  gauche  n'a  pas 
de  courbe  double;  celle  d'une  quartique  gauche  unicursale  a  une 
courbe  double  du  sixième  ordre,  etc. 

46.  Si  la  courbe  gauche  a  /.•  points  de  rebroussement,  l'ordre  de 
sa  développable  osculatrice  est  égal  à 

2  m  —  2  —  A", 

et  l'ordre  de  sa  courbe  double  est  égal  à 

{im  —  k  —  3)(2/??- —  k  —  4) 


2(m  —  i)  (m  —  3) 


k{^m-k-']) 


Un  point  de  rebroussement  diminue  donc  de  lîn  —  4  unités 
l'ordre  de  Ui  courbe  double  de  la  déveIoppal)le  osculatrice  d'une 
courbe  gauche  unicursale  ;  deux  points  de  rebroussement  dimi- 
nuent cet  ordre  de  /[m  —  9  unités,  etc.  Ainsi  la  développable  os- 
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culalrice  (ruiie  (juiuliquc  gauche  avanl  un  point  de  rebroussenienl 
a  une  conique  double;  la  courbe  double  de  la  développable  oscula- 
trice  d'une  quintique  gauclie  ayant  deux  points  de  rebroussement 
est  du  cinquième  ordre;  celle  relative  à  une  sextique  gauche  avant 
quatre  points  de  rcbrousscnicnt  est  du  quatrième  ordre,  etc. 

•47.   Une  tangente  d'inflexion  linéaire  d'une  courbe  gauche  est 
une  arête  de  l'ebrousscmont  de  la  développable  osculatrice. 
En  effet,  les  équations  de  la  courbe  étant 

celles  de  la  développable  osculatrice  sont 

t' oi  H-  u  { t' Ci,  )'  :  /•' o,  +  //  (  /3  r^2  )'  :  y;  _^  af^  :  y^  +  „ /■', , 

et  la  section  par  le  plan  quelconque  tv  =  o  a  des  équations  de  la 
forme 

II  en  résulte  qu'un  point  d'inflexion  linéaire  diminue  d'une  unité 
l'ordre  de  la  courbe  double  de  la  développable  osculatrice.  Par 
exemple,  la  développable  osculatrice  d'une  quartique  gauche  ayant 
deux  points  d'inflexion  linéaire  a  une  courbe  double  du  quatrième 
ordre.  Une  section  plane  do  cette  surface  a  quatre  points  doubles 
et  six  points  stationnaires. 

IX.  —  Nombre  maximum  des  points  doubles 
d'une  courbe  gauche. 

•48.    Nous    avons   vu  qu'une    courbe    unicursale    d'ordre    m    a 

{m  —  \){m  — 2)         .  1,1  1  1      • 
points  aoul)les  apparents  dont  plusieurs  peuvent 

devenir  des  points  doubles  effectifs  ou  des  points  de  rebrousse- 
ment. Nous  allons  chercher  quel  est  le  nombre  maximum  des  points 
doubles  effectifs  d'une  courbe  unicursale  d'ordre  m  (*). 


(')  Aote  de  la  Rédaction.  —  11  est  évident  que  ce  niaxiimun  aura  lieu,  lorsque 
le  nombre  des  points  doubles  apparents  atteindra  son  minimum.  Or,  1\I.  Halphen 
a  établi  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXX, 
p.  3Hi)  que  ce  dernier  est  égal,  pour  une  courbe  gauche  quelconque,  au  plus  grand 
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Une  telle  courbe  peut  toujours  être  considérée  comme  l'inter- 
section partielle  de  deux  surfaces  algébriques,  d'ordre  [x  et  v  res- 
pectivement. Ces  deux  surfaces  se  coupent  en  outre  suivant  une 
courbe  C  d'ordre  m' ,  et  l'on  a 

(i)  ni  -\-  m'  =  (xv. 

Si,  d'ailleurs,  on  désigne  par  h  et  h'  les  nombres  des  points 
doubles  appparents  des  courbes  C  et  C  respectivement,  on  a 
(Salmon,  Geometry  of  three  dimensions,  seconde  édition,  p.  273) 

(  JU  —  /?i'  )  (  [J.  —  T  )  (  V  —  I  ) 

h  =  Il   H ■ • 

2 

Le  maximum  du  nombre  des  points  doubles  effectifs  de  la 
courbe  B  correspond  évidemment  au  minimum  de  li.  Or  on  a,  en 
remplaçant  v  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i), 

/               iM           .Im  +  in'         \ 
{ni  —  ni'){\x  —  i)[ (  I 

h^li'-\ ^^^ '- L. 

2 

Cherchons  le  minimum  du  produit 

(2)  (!J-  — i)(  — M 

pour  une  valeur  connue  de  m'.  Si  l'on  prend  la  dérivée  de  ce  pro- 
duit par  rapport  à  [j.,  et  qu'on  l'égale  à  zéro,  il  vient 

m  -\-  m'  ,  ^  m  +  m' 
I  — ([^— 0  — -7— =0' 


et 


sjm  -\-  ni 


I        f  ni  —  I  \'    ,r  .     ,     ,  ,  •  .,  •      • 

entier  contenu  dans  1  1  •  Voir  également,  a  ce  sujet,   notre  mémoire  sur 

les  courbes  gauches  algébriques  {Bulletin,  t.  I,  p.  afig)  Il  suit  de  là  que  le  nombre 
cherché  est  égal  au  plus  grand  entier  contenu  dans 

^(///       i)  {m       ■?.)       y  (m  -,y+j.  Il     |. 
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Il  csL  facile  de  voir  que  la  valeur  négative  de  [j.  correspond  à  un 
minimum,  et  la  valeur  positive  à  un  maximum.  Et  comme  [j.  est 
nécessairement  un  nombre  entier  positif,  on  voit  qu'on  obtiendra 
le  minimum  de  l'expression  (2)  et,  par  suite,  celui  de  /«,  en  faisant 
^=z  1.  (Nous  excluons  le  cas  de  [x  =  o,  qui  ne  signifie  rien,  et 
celui  de  [X  =  i,  qui  est  relatif  aux  courbes  planes.) 

Donc  le  nombre  minimum  des  points  doubles  apparents  d'une 
courbe  gauclic  unicursale  et,  par  suite,  le  nombre  maximum  de 
ses  points  doubles  effectifs  correspondent  au  cas  où  la  courbe  est 
tracée  sur  une  quadrique. 

Or,  si  une  courbe  gauche  d'ordre  m  tracée  sur  une  quadrique 
rencontre  enp  points  les  génératrices  de  cette  surface  et  en  q  points 
ses  directrices,  le  nombre  des  points  apparents  de  cette  courbe  a 
pour  expression  (Chasles) 

/i  —  /^(/^  — 0+2(7  — i)  ^ 
2 
avec  la  relation 

p  -\-  q-=m. 

Si  m  est  un  nombre  pair,   le  minimum  de  h  s'obtient  en  faisant 
p  =^  q  =  —,  el  II  est  égal  a 

m  {m  — 2) 

"= 4 

Si  m  est  impair,  le  minimum  a  lieu  pour 

m  -+- 1 


2 
et  il  a  pour  expression 


•'     9  = 


_(m—iY 
On  a  d'ailleurs 

(m  —  i){ni  —  2 )       m.{m  —  2 )  __  ( m  —  2y 


2  44 

{771  —  l){m  —  2  )  {771  —  I  )-  (771  —  I  )  (  771  —  3  ) 

■  ~2  4       ~  4 

Donc,  enfin,   le  nombre  maximum  des  points  doubles  effectifs 
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dune  courbe  gauche  unicursale  d'ordre  m  a  pour  expression 

.        (m  — 2)' 

lorsque  tn  est  un  nombre  pair,  et 

{m  —  \){m  —  3  ) 


K 


^ 


lorsque  m  est  un  nombre  impair. 

Ainsi  une  quartique  gauche  a,  au  plus,  un  point  double,  une 
qiiintique  gauche  deux,  une  sexlique  gauche  quatre,  et  ainsi  de 
suite. 

L'équation  (i)  montre  que,  si  m  est  pair,  on  pourra  prendre 
pour  ni'  un  nombre  pair  quelconque  pour  obtenir  une  courbe  ayant 
le  plus  grand  nombre  possible  de  points  doubles  effectifs',  de  môme, 
si  171  est  un  nombre  impair,  on  pourra  prendre  pour  m'  un  nombre 
impair  quelconque.  La  quantité  A' a  pour  minimum  dans  le  premier 

cas 

m' ( m'  ■ —  n) 


et  dans  le  second  cas 


4 


X.  —  Divisions  honio graphiques  tracées  sur  une  courbe  gauche 

unicursale. 

49.   Soient 

/■.(O  ••Mt)\Mt):Mt), 
?i(^)  :  ?2(^)  :  'f:i(^)  :  ?4(') 

les  équations  de  deux  courbes  gauches  unicursales,  d'ordres  tn  et 
m'  respectivement.  Les  équations  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
^  et  T  de  ces  courbes  sont 

(i)  A(0^-'<'f,(T):/2(0  +  «?2(^):/3(0^-"'f3(-):/4(0^-''?4(^)• 
Si  l'on  établit  entre  <  et  t  une  relation  ([uelconquc,  les  équa- 
tions (i)  représenteront  une  surface  gauche  qui  contient  les  deux 
courbes  données. 
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Si  lu  relation  entre  t  el'z  est  de  la  forme 


(2) 


tz -h  At  +  Bx  ■+■  C 


à  un  point  de  la  première  courbe  correspondra  un  seul  point 
de  la  seconde  et  réciproquement.  Nous  dirons  alors  que  les  points 
^  et  -:  forment  sur  les  deux  courbes  des  divisions  homographiques. 

Dans  ce  cas,  les  équations  (i)  représentent  une  surface  réglée 
d'ordre  m  -+-  m'. 

On  obtient  en  efl'et  les  équations  de  la  section  de  cette  surface 
par  le  plan  tr  =:  o  en  faisant 

Ait) 


TU"^) 


ce  qui  donne 

^:  v:  •==/i(0?4(^)-/4(0?i(-):  •••, 

et  si  l'on  remplace  t  par  sa  valeur  en  fonction  de  t  tirée  de 
l'équation  (2),  les  équations  ci-dessus  seront  d'ordre  m  H-  m'  en  t. 

Ainsi  la  droite  qui  joint  les  points  correspondants  de  deux  divi- 
sions homographiques  formées  sur  deux  droites  quelconques  en- 
gendre une  quadrique. 

Si  les  divisions  sont  faites  sur  une  droite  et  sur  une  conique,  la 
surface  réglée  est  du  troisième  ordre,  etc. 

50.  Le  plan  tangent  de  la  surface  gauche  en  un  point  t  de  la 
première  courbe  a  pour  équation 


ce 

y 

^ 

IV 

/i(0 

Ait) 

Ait) 

Ait) 

/■',(0 

Ait) 

fAt) 

fAt) 

?l(^) 

?2(^) 

^A-^) 

T^^) 

Cette  équation  est  évidemment  d'ordre  im-\-ni' — 2  en  t\ 
donc  le  plan  tangent  en  question  enveloppe  une  surface  dévelop- 
pable  de  la  classe  2m  +  m'  —  2. 

De  même  les  plans  tangents  de  la  surface  gauche  aux  différents 
points  de  la  seconde  courbe  enveloppent  une  surface  développable 
de  la  classe  2  m'  -h  rn  —  2. 


51.    Soient  maintenant  deux  points  <  et  t  d'une  même  courbe 
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gauche  C  liés  entre  eux  par  la  relation  d'homographie 

«t-h  Af  4-B'û  +  G  =  o; 

nous  dirons  que  ces  points  forment  sur  la  courbe  deux  divisions 
homograpliiques . 

Quand  on  a  ainsi,  sur  une  même  courbe,  deux  systèmes  de  points 
homographiques,  il  existe  deux  points  doubles,  c'est-à-dire  deux 
points  tels  que  chacun  d'eux,  considéré  comme  appartenant 
à  l'un  des  systèmes,  coïncide  avec  son  homologue  dans  l'autre. 

Si  l'on  fait,  en  effet,  dans  l'équation  (i),  t=^-,  il  vient 

équation  du  second  degré,  dont  chaque  racine  fournit  un  point 
double. 

52.  La  droite  qui  joint  les  points  correspondants  de  deux  divi- 
sions homographiques  formées  sur  une  même  courbe  unicur- 
sale  d'ordre  m  engendre  une  surface  gauche  S  dont  l'ordre  est 
égal  à  li^m  —  i). 

En  effet,  cette  surface  a  pour  équations 

/i(0  +  "/i('^):/2(0  +  "/'2(^):  •••• 

Ses  points  d'intersection  avec  la  droite 

«164-  b^  :  ^26  +  b-i  :  «36  4-  bz\  «46  4-  bt, 
sont  donnés  par  l'équation 

/i(0     /2(0     /3(0    /ao 

/l(^)  /2(^)         /3(-)         /.('^) 

a,  «2  <^3  «4 

^1  b^  bi  b:, 

dans  laquelle  les  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé  sont  de  la  forme 


=  0, 


A(/'«t"'-'  — /' 


^X{t-'z)L 


in  —  \  -«!  — 1 


Mais  le  premier  membre  est  divisible  par  t  — -r.  SI  Ion  fait  la 
division,  le  terme  de  l'ordre  le  plus  élevé  prend  la  forme  Az"*"'  t'«~'  . 
Si  donc   en  remplace  ensuite  x  par   sa  valeur   en    fonction  de  t, 
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tirée    de    l'équation    (riiomographie,    on    o})tient    une   équation 
d'ordre  2 (m —  1)  en  t. 

La  surface  S  contient  évidemment  Jes  tangentes  à  la  courbe  aux 
points  doubles  des  divisions  homogray)hiques. 

53.  La  courbe  G  est  évidemment  une  courbe  double  de  la  sur- 
face gauche  S;  en  chaque  point  a  de  cette  courbe,  la  surface 
a  deux  plans  tangents  qui  ont  respectivement  pour  équations 


/i(«)  Ma)  Ma)  Ma) 
/i(«)  J\M  f\{a)  f\{a) 
A{0)      Mf>)      Ai^)      Aib) 


o, 


et 


ce 

y 

- 

w 

/l(«) 

Ma) 

Ma) 

Ma) 

Ai<') 

fA^) 

/A») 

Aia) 

Aie) 

Me) 

Me) 

Me) 

o, 


6  et  c  étant  les  homologues  du  point  a  considéré  comme  apparte- 
nant successivement  au  premier  et  au  second  système  des  divi- 
sions homographiques. 

Aux  points  doubles  des  divisions  homographiques,  ces  deux 
plans  se  confondent  en  un  seul;  donc,  les  points  en  question  sont 
des  points  de  rebroussement  de  la  surface  gauche,  les  plans  tan- 
gents de  rebroussement  sont  les  plans  osculateurs  de  la  courbe. 


o4.  Si  deux  divisions  homographiques  formées  sur  une  courbe 
sont  telles  que  deux  points  homologues  t  elx  sont  réciproques,  on 
dit  que  les  divisions  sont  en  involution.  L'équation  d'homographie 
est  alors 

elle  ne  contient  que  deux  coefficients  arbitraires,  de  sorte  que  deux 
groupes  de  points  conjugués,  par  exemple  les  deux  points  doubles, 
suffisent  pour  définir  une  involution. 

La  droite  qui  joint  deux  points  homologues  d'une  involution 
formée  sur  une  courbe  gauche  unicursale  d'ordre  m  est  une  sur- 
face gauche  S  d'ordre  m  —  i . 
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On  verrait  en  effet,  comme  précédemment,  que  les  points  din- 
tersection  de  la  siii'face  avec  une  droite  quelconque  sont  donnés 
par  ivne  équation  du  degré  2(m  —  i)  en  t\  mais,  si  t  est  une  ra- 
cine de  cette  équation,  le  point  homologue  t  en  sera  évidemment 
une  autre,  et  il  est  clair  que  ce  couple  de  racines  ne  donnera 
qu'une  génératrice  de  S,  et,  par  suite,  qu'un  seul  point  d'intersec- 
tion avec  la  droite  considérée.  On  n'a  donc  que  ;»  —  i  points  d'in- 
tersection en  tout,  et  tel  est  par  suite  l'ordre  de  S. 

Ainsi,  la  droite  qui  joint  les  points  homologues  d'une  involu- 
tion  sur  une  cubique  gauche  engendre  une  quadrique.  Une  seconde 
division  en  involution  déterminera  une  seconde  quadrique;  mais 
on  reconnaît  sans  peine  que  deux  divisions  en  involution  sur  une 
même  courbe  ont  un  couple  de  points  homologues  communs  ;  donc 
les  deux  quadriques  ont  une  droite  commune. 

Deux  involutions  formées  sur  une  quartique  unicursale  déter- 
minent de  même  deux  surfaces  réglées  du  troisième  ordre  ayant 
une  droite  commune.  L'intersection  de  ces  deux  surfaces,  qui  est 
du  neuvième  ordre,  comprend  donc  cette  droite,  la  courbe  donnée 
et  une  seconde  quartique. 

La  surface  gauche  S  contient  évidemment  les  tangentes  de  la 
courbe  G  aux  points  doubles  de  l'involution;  ses  plans  tangents  en 
ces  deux  points  sont  les  plans  osculateurs  de  la  courbe. 

5o.  Les  plans  tangents  de  la  surface  2  aux  diff"érents  points  de 
la  courbe  G  enveloppent  une  surface  développable  A  dont  je  vais 
calculer  la  classe. 

L'un  de  ces  plans  tangents  a  pour  équation 

X  y  z  \y 

Ait)  Ait)  Ait)  f,{t) 
./"i(0  f,{t)  J'zin  j\{t) 
Ai'-)     Ai-^)    /3(^)     A(^) 

Gette  équation  est  d'ordre  '2[ni  — i)  en  /  et  d'ordre  /n  en  t  ; 
mais  on  reconnaît  sans  peine  que  son  premier  membre  est  divi- 
sible par(/ — -z)-.  Si  donc  on  supprime  ce  facteur  et  qu'on  rem- 
place T  par  sa  valeur  en  fonction  de  /,  on  obtiendra  une  équa- 
tion d'ordre  ?>{m  —  o)  m  /;  donc  l'ordre  de  la  développable  A 
est  égal  à  '^(fn  —  ■?.). 
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56.  Si  une  courbe  gauche  a  un  point  double  et  que  les  valeurs 
It  et  /2<i(^  bi  varial)le  qui  correspondent  à  ce  point  soient  un  «groupe 
d'une  involution  lorniée  sur  la  courbe,  la  surface  gauche  engendrée 
par  les  droites  qui  joignent  deux  points  homologues  de  l'involution 
est  d'ordre  m  —  2.  En  cfTet,  dans  ce  cas,  l'équation  d'ordre 
9.  [m  —  i)  en  ^,  qui  détermine  les  génératrices  de  la  surface  gauche 
situées  dans  un  même  plan  avec  une  droite  donnée  est  évidemment 
satisfaite  pour  t  =  t,  et  t  =  t^;  en  supprimant  de  cette  équation  les 
facteurs  /  —  /,,  t  —  /,,  son  degré  devient  égal  à  ^{fn  —  2),  ce  qui 
montre  que  l'ordre  de  la  surface  gauche  est  égal  km  —  2. 

Si,  par  exemple,  on  a  sur  une  quartique  gauche  à  point  double 
un  système  de  points  en  involution,  dont  le  point  double  forme  un 
groupe,  la  droite  qui  joint  deux  points  homologues  de  l'involution 
engendre  une  quadrique. 

Il  en  est  de  même  évidemment  si  le  point  double  est  remplacé 
par  un  point  de  rebroussement  qui  soit  un  point  double  de  l'in- 
volution considérée. 

La  présence  de  deux  points  doubles  parmi  les  groupes  d'une  in- 
volution formée  sur  une  courbe  réduira  de  même  à  m  —  3  le  de^ré 
de  la  surface  gauche  engendrée  par  la  droite  qui  réunit  deux 
points  correspondants  de  l'involution.  Ainsi,  dans  le  cas  d'une 
involution  déterminée  sur  une  quinlique  gauche  ayant  deux  points 
doubles,  par  ces  points  doubles  eux-mêmes,  la  surface  engendrée 
est  une  quadrique. 

o7.  Cherchons  enfin  l'ordre  de  la  surface  gauche  S  engendrée 
par  une  droite  qui  rencontre  en  trois  points  une  courbe  gauche 
unicursale  d'ordre  m. 

Soient  t  el 'z  deux  des  points  de  rencontre  de  la  droite  mobile, 
dans  l'une  de  ses  positions,  avec  la  courbe  donnée.  Les  points  de 
rencontre  de  la  surface  S  avec  une  droite  quelconque 

«jO  +  bi  :  (7oO  -h  b.,  :  «36  +  bs  :  «.0  +  b,, 

seront  donnés  par  l'équation 


(  f  ^ 


/i(0 

r-zin 

Ait) 

Ait) 

/i(^) 

Ai-^) 

Ai-^) 

Ai-) 

^/l 

a. 

a-. 

<h 

/^ 

l>i 

f'3 

f'. 
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Mais,  t  étant  un  point  donné   de  la  courbe,  le  cône  qui  a   son 
sommet  en  ce  point  et  s'appuie  sur  la  courbe  est  d'ordre  m  —  i,  et 

il  a 

{m  —  2 )  ( /?î  —  3 ) 


arêtes  doubles.  Chacune  de  ces  droites  rencontre  la  courbe  en  deux 
points  t;  donc  l'équation  qui  lie  les  valeurs  i  et  t  de  la  variable  qui 
entrent  dans  l'équation  (i)  est  d'ordre  {m  —  i){m  —  3)  par  rap- 
port à  T,  et,  comme  elle  est  évidemment  symétrique  par  rapport 
à  ^  et  T,  elle  est  de  la  forme 

(2)  A(i  — t)("'-2)('«-3)4-  .  .  .  =:0, 

les  termes  négligés  étant  d'ordre  inférieur  au  premier. 

Mais  l'équation  (i)  est  elle-même  symétrique  en  t  et  t  et  de  la 
forme 

(3)  A'(f  —  t)"'->-i-  ...  =o. 

Il  est  facile  maintenant  de  trouver  le  degré  de  l'équation  en  t 
résultant  de  l'élimination  de  t  entre  les  équations  (2)  et  (3). 

Considérons  en  effet  dans  ces  équations  ^  et  t  comme  des  coor- 
données cartésiennes.  L'équation  (2)  représentera  alors  une  courbe 
plane  d'ordre  2(m  —  i){m  —  3)  ayant  un  point  nndtiple  d'ordre 
(^jyi  —  2)(m  —  3)  à  l'infini,  dans  la  direction  de  chacun  des  axes. 

De  même  l'équation  (3)  représentera  une  courbe  d'ordre 
2^;;i  —  i)  ayant  des  points  multiples  d'ordre  m  —  i  à  l'infini  sur 
les  axes. 

Ces  courbes  ont 

[\{m  —  I  )  (  "^  —  2  )  (  /?i  —  3  ) 
points  communs. 

Mais  de  ce  nombre  il  y  a  lieu  de  retrancher  les  points  à  l'infini, 
qui  représentent 

•2{m  —  i){m  —  ■2){ni  —  Z) 

points  de  rencontre  ordinaires;  il  reste  donc  seulement 

■?.{m  —  \){  m  —  '?.  )  (  /?i  —  3  ) 

points  de  rencontre  à  distance  finie. 

Remarquons  en  outre  (pic,  les  deux  courbes  étant  symétriques  par 
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rapport  à  la  Ijisscclrice  de  l'angle  positif"  des  axes,  à  un  point  de 
rencontre  (/,t)  en  correspond  un  autre  (-:,  l);  il  n'y  a  donc  en 
réalité  que  [m —  i)(/'i —  2)(/;î  —  3)  points  de  rencontre  donnant 
des  ^génératrices  distinctes  de  la  surface  gauche.  Comme  d'ailleurs 
chaque  génératrice  rencontre  la  courbe  en  trois  points,  on  n'obtient 

en  réalité  (\uc 

(m  —  i){ni  —  'i)(in  —  3  ) 
3 

points  de  rencontre  de  la  droite  considérée  avec  la  surface 
gauche  2.  Tel  est,  par  suite,  l'ordre  de  cette  surface  (').  Par 
<;xeni|)le,  une  corde  qui  s'appuie  en  trois  points  d'une  quarlique 
gauche  unicursale  décrit  une  quadriquc;;  les  cordes  triples  d'une 
([uinli([ue  gauche  unicursale  générale  engendrent  une  surface 
gauche  du  huitième  ordre,  ayant  la  quintique  pour  courbe  triple. 

58.  Si  une  courbe  unicursale  d'ordre  /;?  a  un  point  double,  le 
cône  d'ordre  m —  2,  qui  a  son  sommet  en  ce  point  et  s'appuie  sur 
la  courbe,  fait  évidemment  partie  du  lieu  des  cordes  triples;  donc 
l'ordre  de  la  surface  gauche  S  est  diminué  de  m  —  2  pour  chaque 
point  double.  Ainsi,  pour  une  quartique  gauche  à  point  double, 
S  est  d'ordre  zéro,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  cordes  triples 
que  celles  qui  passent  au  point  double.  Pour  une  quartique  gauche 
ayant  deux  points  doubles,  S  est  une  quadrique;  pour  une  sextique 


(')  Noie  de  la  Rédaction.  —  Plus  généralement,  on  sait  que  le  degré  de  la  sur- 
face, lieu  des  sécantes  triples  d'une  courbe  gauche  du  degré  m,  à  li  points  doubles 
apparents,  est  égal  à 

{m  —  7.)  I  //  —  -^  »?  {lu  --  1) 


//  -  ^-m{m     -\)\ 


l'ordre  de  multiplicité  tle  la  courbe  étant  d'ailleurs  h  —  m  -{-  2. 

Pour  /i  =  -  (m  —  i)  {m  —  2),  on  a  résolu  le  problème  posé  par  l'auteur.  On  peut 

aussi,  si  l'on  veut,  chercher  le  nombre  des  sécantes  quadruples  d'une  courbe  gauche 
unicursale  du  degré  m.  Il  est  égal,  en  général,  à 

-  /t  ( /i  —  4 7»  +  1 1)  —  ;^  m ( /«  —  2 )  f  m  —  3 )  ( m  —i?,). 
1  24 

Pour  /i  =  -(//?—  i)  {m  —  2),  on  trouve 

IX.  II 


lG-2  — 


i;auche  avant  quatre  poinLs  doubles,  S  estime  surface  gauche  du 
quatrième  ordre,  etc. 

Dans  un  prochain  Mémoire,  nous  étudierons  h^s  propriétés  des 
courbes  gauches  unicursales  du  quatrième  et  du  cinquième  ordre. 


Note  sur  une  formule  de  Gauss ;  par  M.  JN.  Somwe. 

(Séance  du  lô  juillet  1881.) 

La  propriété  fondamentale  et  la  plus  simple  de  la  fonction  ^{x), 
définie  pour  des  valeurs  à  partie  réelle  positive  de  la  variable  x 
par  l'intégrale 

•^  0 
consiste  dans  Téquation  aux  différences  finies 

On  en  tire  aisément  le  théorème  célèbre  de  Gauss. 

En  effet,  en  désignant  par  n  un  nombre  entier  positif,  on  aura 

f  œ  -}-  n\  f  .T         \       X     [ X 

r  V^r   -  +  i    --=-  r  - 

\    '^     /        \  '^       /      "■    \  " . 

et,  si  l'on  élimine  x  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 

P  /.r  +  II" 

(0  -TT^rv-^" 


Y{x)  j/.r 

\n 

n«    •     1  11»  •        F(j:'  +  /?)  ,  j    . 

Mais  le  rapport  de  1  expression  — ^ — - —  se  réduit  aisément  au 

produit  des  rapports  dans  lesquels  les  valeurs   de  la  variable  ne 
diffèrent  que  de  l'unité,  à  savoir 

V{x-\-n) V{x-\-n)      V{x-\-n~i)        F(.r  +  2)  F(^  H- 1) 

¥{x)      ~  V{x -\- n  —  \)  ¥{x -^  n—i)"' ¥{x -{- i)      ¥{x) 

Cette  transformation,  appliquée  au  second  membre  de  l'équa- 
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lion  (i),  conduit  au  r(':.sullat  suivant 

■7=L   II    

ou,  en  posant 

(  »  )  ^ ;^^ =  ?»  (=0), 

Cette     dernière     équation    admet    pour    solution    particulière 
OiiK^x^  =  A'*  ou  A  :=  -  5  et  la  solution  générale  sera 

0^,(a*)  étant  une  fonction  périodique  telle  que  0„(.r)  ^  0„(.r  +  i). 
D'après  cela,  l'équation  (2)  devient 

(  3  )  f)„  (  X)  =  AZLLW^/ V ^ L  «.. 

'^    '  r(a7) 

Remplaçons-y  n  par  le  produit  mil  de  deux  nombres  entiers,  ce 
qui  fournit 


0,„„(.r) 


.r  \     /^H-i\  x-\-in  —  i\_/^H-/n\       ^(x~\-mn  —  i 


(4)   \        r(^  r  :^^-!li  ...rr^'^-Mr  :^-^  ...ri 

jnn)     \   ma  ]         \       inii        }     \   mn    I  ,        ,       „    „ 

— i ^ i 1 i ^  m^n^, 

Tix) 

et  composons  le  produit 


r(^V(l±i')...|-(ll^)...r(-^  +  "'"-')       ,„., 

\mn /     \   mn   )  \      m      J         \  nui  I     ■'"^^■— 5— 

\  m  I     \     m      I  \  m  j 
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dans  le({iiel  le  niiniérateur  du  second  membre  est  égal  à 

en  vertu  de  l'équation  (4),  tandis  que  le  dénominateur  s'exprime  par 

0,„(^)r(a-)m-^ 
en  vertu  de  l'équation  (3).  En  substituant  ces  valeurs,  on  aura 

/     \        /  '"  /  \  "I — I 

"-'■'•'^"(^)'-('V  ,)■■•"-(''' "^r"')=''-"t""'^- 

ce  qui  peut  s'écrire 

0„,(^)     "\m)    '"{     m     I  _  _  _    '"  ^  m  )  ^  0 (^)^ 

\  ni         \hi  \'/i  \'n  \lnin 

et  SI  1  on  désigne  — -=-  par  '7„(^x),  on  trouve  delinitivement 

(0)  j„,(^)  — 


r  \       /  a-  +  I  \  /  JP  -h  m  —  I 


\  /^z  '       V      /n 


où  naturellement  g-,, (x)  =:^  c-,;(^  +  i).  Pour  «  =  ce  ,  la  fonction 
3-;/(^)  ne  pourra  dépendre  que  de  x,  et,  en  posant  lim7/,(x)=  -- — -^ 
l'équation  (5)  fournira^  pour  //  =  oo  , 

(6)  7„,(^)=-^— ^ 


on  f(x)  =J(x -r- i)-  On  s'assure  aisément  que  cette  expression 
(le  a-,„(x)  satisfait  identiquement  àl'équation  (5),  pour  chaque  va- 
leur de  m  et  de  /i.  C'est  donc  l'expression  la  plus  générale  de  la 
fonction  (7„t(x). 

D'après  cela,  l'équation  (3)  pourra  prendre  la  forme 


^(îH^y-i''^^) 


/(?V(^)--/'"^"~' 
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Mais  le  premier  mcinhrc  ne  devienl  assurémenl  irilini  pour  aiiciiiN' 
valeur  de  .r,  à   partie   réelle  positive   et  finie;    rpiant   au    scîeond 

niend)re,  le  l'acteur  //-      Tf.r)  possède  la  iiiènie  propriété;  done,  ou 
)c  second  l'acteur 

Aû'V-i^y-f'-'-^"-' 


/(•^■) 

qui  est  une  fonction  péi'iodique,  ne  doit  pas  non  plus  devenir  infini, 
et  parconséqucnt  ne  sera  qu'une  constante  rf„,  indépendante  de  .r; 
ou  les  infinis  de  ce  facteur  doivent  co'incider  tous  avec  les  zéros 
de  ^{^)i  de  sorte  que  le  produit  de  ce  facteur  par  T(x)  reste  tou- 
jours fini  :  mais  alors  les  infinis  dont  il  s'agit,  et  la  manière  dont 
se  comporte  la  fonction  périodique  dans  ces  infinis,  seraient  indé- 
pendants de  7i;  ce  qui  est  évidemment  inadmissible.  On  doit  donc 
admettre  définitivement 


a-     .T  -+-  I 
et  faisant  la  multiplication  des  résultats, 

'    \m/i/-^  \   mn    )       '    \  nui  I  ,^^ 


On  tire  de  là,  en  remplaçant.^  successivement  par 
.r  -\-  !>}  —  I 


\  ;//  /      \     m     j        •    \  m  1 


a 
ieant  entre  elles  les  lettres  m,  ?i.  on  trouve 


où  le  premier  membre  est  évidemment  égal  à  — ^'  •  Donc,  en  éclum- 


et  on  en  conclut  aisément 

«-1/ /«-!/ ..11 

V(7„=       V  ^/«  ^= '"<^^nstaiUc  absolue  ti. 
c'csl-à-dire  r/„  =  «"    ' .  La  formule  (i),  devenue  mainUiiaiil 

i(-)r(_--)...r( ^~-)--      V,.r)a"-K 
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permet  de  déterminer  a  par  les  valeurs  r(i)  =  i,  r(  -  j  =  yÇ  :  il 
suffit  d'admettre  ^  =  i ,  n  =  i,  et  on  trouve 


a  ■=  \'-2-. 


C.    Q.    F.    1). 


A  notre  connaissance,  on  n'a  pas  encore  cherché  le  terme  com- 
plémentaire dans  le  produit  qui  représente  1  (j")-  En  nous  bornant 
au  cas  de  la  variable  réelle,  nous  avons  trouvé,  au  moyen  d'une 
méthode  générale,  le  résultat  suivant 


r(^ 


où  O  <<  0  <^  I 


(  ^'  -h  I  j  (  j:.'  H-  2  ) .  .  .  (  a'  -h  /<  ) 


{H 


X 


, + ^""  r  ,  +  ^  1' 

«4-1/  L\  «  -i-  '/     J 


Sur  les  courbes  de    Clebsch  dont  les  coordonnées  s'expriment 
en  fonction  ellipticiue  cVun  paramètre  ;  par  M.  G.  Humbert. 

(Séance  du  i8  novembre  i88i.) 
Considérons  les  cinq  fonctions 


P1(^-) 

=  01 

(^), 

p,(.-) 

=  0, 

(^-?) 

I^(--) 

=  e, 

G--T 

P4(-) 

^0, 

(=-T 

I^(--) 

=  0, 

(=-T 

Les  fonctions  (■),  sont  formées  avec  les  périodes  (.),(.)'. 
Les  fonctions  P(^)  satisfont  aux  relations 


l',«4-l(-+0i) 


^-), 


P 


(.^Hcu')--=P, 


Z)c 
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On  en  coiicliii   aiséiiicnl  les   cinq   relations  siiivariLes,   du   second 
degré, 

P?  =  rtP,P,+  /yl%l^. 

(r)  '    1»;;  ^:^/I',I',4-A|V,l',. 


a  est  une  constante  (itii  dt-nend  de  f/,  cl  h  =^ • 

II  /  '  fi 

On  a  aussi  une  é(juati(jn  de  troisième  degré,  de  la  lornie 

(-0  1>;!  +  XI^P,P3=|J.PJ>J  +vP,p2, 

i]ue  l'on  ne  peut  déduire  d'une  combinaison  linéaire  des  précé- 
dentes, multipliées  par  des  facteurs  du  premier  degré  en  P, , 
P  P 

Dans  cette  dernière  équation,  A,  ui  et  v  sont  des  constantes  fa- 
ciles à  exprimer  en  fonction  de  a. 

On  a  ainsi  six  équations,  entre  lesquelles  on  éliminera  P^,  P^, 
PiPj,  Pj.  P;  ;  on  obtiendra  ainsi  une  relation  entre  les  trois  fonc- 
tions P,,  P:>  et  P3. 

Le  résultat  de  celte  élimination  est  évidemment  le  détermi- 
nant 


0 

f» 

0 

hv. 

«P, 

P^ 

0 

b 

0 

0 

0 

P 

i-P.Ps 

0 

0 

0 

aV, 

h]\ 

n 

I 

0 

0 

0 

-«P:. 

^Plp., 

0 

0 

1 

-«P, 

0 

/-'P^p. 

0 

0 

0 

..Pj 

-'I^i 

P^ 

^ÀP.P.Pa 

h^lfectuant,  on  trouve  aisément 

o  =  Pj  -H  P-'  +  a'Pl  +  P^^  PIP,  ('3  a^-^—)—  Vl  l\  P,{2a-r-  a'). 

On  a  lormé  ainsi  une  équation  homogène,  du  cinquième  degré 
en  P,,  P,,  P;)  ;  il  est  clair  qu'on  formerait  de  la  même  manière 
une  équation  analogue  entre  trois  quelconques  des  fonctions  P. 

Il  v   a  plus  :  je   dis  ([u  il  existe  une   relation  de  même  nature 
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eiiirc  trois  lonctions   linéaires  quelconques,    mais   dislinctes,    de 
P,,l\, P5. 

Soient 

U    =a  Pj  +  pp, +  ...4-.P.. 

V    r=  a'  P.  +  .  .  .  . 
W  =  '/'P, +  .... 

On  en  tirera 

P,  —  X-t-m  Pi+/t  P5. 

P,  =  Y  +  m' P, -}- n' P„ 

X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  U,  V,  W  . 
Portons  ces  valeurs  de  P,,  P»,  P3  dans  les  équations  (i)  et  (2). 
On  aui^a  des  relations  de  la  forme 

A   P^  +  BP.:^  -h  CP, P5  -^  F,  P4  +  l»,  P5  -4-  ^\  =  o, 

,  A'  P^+ -h^\=zo, 

('  ) 

/   ' 

\  A'^Pf  ^ +  iry  =  o, 

(2')  MP^ +  ?nP^P5 -}-...  + 73  ==0. 

Dans  ces  relations,  A,  B,  G,  .  .  . ,  A",  . .  . ,  M,  N,  ...  sont  des 
constantes,  F,,  <I>),  W^.  ...,  T',,  ...,  y^  sont  des  fonctions  de 
X,  Y,  Z,  homogènes  et  dont  le  degré  est  marqué  par  l'indice. 

Des  équations  (i')  on  tirera  des  valeurs  de  P^,  P?,  P(,  P2,  de  la 
forme 

où  /, ,  /', ,  ;,  sont  des  fonctions  de  X,  Y,  Z,  homogènes  et  de  degré 
marqué  par  l'indice. 

En  j)ortant  ces  valeurs  dans  (2'),  on  ramènera  cette  équation  à 
la  forme 

(3')  1\F2+P,'K  +  S.,.r=0. 

Si,  entre  les  équations  (i')  et  (3'),  on  élimine  P|,  P^,  PiPs,  P» 
cl  P5,  on  trouvera  une  relnlion  homogène  cl  du  cinquième  degré 
en  X.  Y  cl  /. 


-   1G9  - 

iJans  celte  relalion  cnlicronl  les  six  arbllraircs,  ///,  //,  ///'.  //,  ///  , 
II"  et  aussi  a. 

Or,  soient  x  et  y  deux  fonctions  doublement  périodiques  d'une 
variable  /,  ayant  cinq  infinis  et  les  mêmes,  dans  le  parallélogramnK; 
des  périodes,  qui  seront  5(o'ct  (o. 

On  aura,  d'après  une  proposition  connue, 

_  A,  P,  (<  +  g)  4-  AoP,(^  +  g)  H-  ...  -H-  AgPjf  -f-  g) 
'^~  CiPi(f +  a)  +  .  .  . +G5p5(f +  g) 

_  B.P,  (^-t-g)  +  ...-hB5 P3  (  t^jj. ) 

■'^'  -  C,  P,  ( ^  +  g)  +  .  .  .  +  C,P;{t  +  g)  ' 

On  aura,  d'après  le  théorème  précédent,  une  relalion  du  cin- 
(piième  degré  homogène  entre  les  lonctions 

AiP,  (7H-a)  +  .... 
B,P,(^  +  g)-+-..., 

G,  Pi(^  +  g)  + 

c'est-à-dire  une   équation  du  cinquième  degré  entrer  c^j',  que 
l'on  saura  former. 

Ainsi  les  coordonnées  x  et  r  de  la  courbe  de  Clebsch,  du  cin- 
quième ordre,  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

H',         ^  .  H'.        . 

a^  =  ao  +  rti  -^{t  —  '^i)  +  ...^a-^-^{t  —  %). 


_(/_;3, )  +  ...  +  /,._ 


r  =  /,,  +  /;,_(/-  [3,  )  +  ...  +  Ih  Tci^-  h) 


avec  «,+...-!-  a-,  =  0  et  b\-\- .  .  .  +  b^  =  o,  sont  les  coordon- 
nées d'une  courbe  du  cinquième  degré,  dont  l'équation  s'obtiendra 
en  suivant  la  marche  qu'on  vient  d'indiquer. 

On  sait  que  Clebsch  a  démontré  que  cette  coiirbe  du  cinquième 
degré  a  son  maximum  de  points  doubles  moins  i. 

On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  une  propriété  de  cette 
courbe. 

Considérons  (piatrc  lonctions  linéaires  et  homogènes  de  P,. 
\\ P,,. 
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On  pourra,  en  les  coinbinanl  linéaii  enient,  ('■crirc 

V  =  !%-/>'  1%, 

Portons  les  valeurs  deP,,  Pj,  P3,  P.-,,  déduites  de  ces  tH|uations, 
dans  les  relations  (i). 

Elles  prendront  la  lornie 

P^  +  1%F,  -+-l%  =0. 
P?  +P,  F',  -f-F'.,  ^o. 


p2  ^p.p,v^p^_o. 


F',,  V.2,  V\ F'',  étant  des  fonctions  homogènes  de  X,  \  ,  /,  T 

de  degré  marqué  par  l'indice. 

On  en  déduira,  en  éliminant  P:  et  P;;,  les  trois  relations 


.     F,     F, 


F",     F 


:=  O, 


.     F.      F, 
.     F',     F', 

I   1- ,   y ., 


,     F,     F, 

I     Fv    F'^ 


On  a  aussi  trois  relations  du  troisième  degré  et  homogènes  eu 

X,  Y,  Z,   T,  mais    qui  doivent   se   réduire   à  deux,  car,    si    elles 

•         •      ,  .  ^' 

étaient  distinctes,  on  en  tirerait  des   valeurs  constantes  pour=;, 

Y     Z  •  •  1  I 

rp»  fp>  ce  (pu  est  impossible. 

Ces  équations  peuvent  s'écrire 

'1>:j  -+-  F",  'l\,  4-  V",  'l'i  —  0. 
<I>3-4-F';'cl>,  +  F^l.,-=o, 

<!>;,     -H    FV  <I'2    -+-    P""  "^'l    --    t)' 

On  ne  conservera  (pie  les  deux,  suivantes  : 


(-.) 


^  <i.,(F7-F';)-+-'i',(r':-F':)=.o. 


Ainsi  lc>  (oii(li()ii>  \,  ^  ,  '/.   T  sari>roiil  à  deux  éipialioii,'-  lionio- 
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gèiios  dv  lr()isi(';fnc  dogré;  on  hicii  lacoiiihc 


jr-  7=  Clf,  -j-  ai 

^(^- 

■?.)  +  ■ 

.  .  +  «-r^  -  -  (  l  - 

-% 

y  —  />„  -f-  0., 

1 1' 

•  îi.  )  -+-  . 

••  +  ^5T7  1^- 

-!i: 

^   ^=:  t'u  +  <.•, 

1 1  ' 

•?.)  +  • 

1 1' 

.  .  -h  C5  Yj-  (^  - 

-  i^: 

«1  4-  . 

•  •  -t-  «.i 

=  0, 

^,  +  . 

•  .  -h  ^/^ 

=:  0, 

f,  +. 

•  ■  4"  t."5 

=::  0, 

%), 


ù  Toi 


est  l'interscclion  de  deux  surl'aces  de  troisième  ordre  qui  ont  \i\]c 
conique  commune,  car  les  équations  (4)  sont  vériliées  par 

*2  =  o,      <I'i  =  o. 

Si  entre  les  équations  (4)  on  élimine  Z,  on  trouvera  en  X,  Y  et 
T  l'équation  homogène  et  du  cinquième  degré  dont  nous  avons 
parlé.  Le  résultat  de  l'élimination  sera  en  réalité  une  équation  du 
neuvième  degré,  qui  se  décomposera  en  une  équation  du  cinquième 
et  deux  du  second,  puisqu'il  y  a  une  conique  dans  l'intersection, 

Donc'on  peut  dire  que  la  courbe  de  Clebsch  du  cinquième  degré 
est  la  perspective  d'une  partie  de  l'intersection  de  deux  surl'aces  du 
troisième  ordre  qui  ont  une  conique  commune.  Une  étude  plus 
approfondie  permet  de  conclure  que  ces  deux  surfaces  sont  tan- 
gentes tout  le  long  de  cette  conique,  qui  contient  d'ailleurs  le 
point  de  rencontre  des  directrices  rectilignes  de  chaque  surface, 
situées  dans  son  plan  (  '  ). 


(')  Note  de  la  Rédaction.  —  Les  formules  relatives  aux  courbes  gauches,  inter- 
section complète  ou  partielle  de  deux  surfaces  algébriques,  montrent  facilement 
que,  si  deux  surfaces  cubiques  sont  tangentes  tout  le  long  d'une  conique,  elles  se 
coupent  en  outre  suivant  une  quintiquc,  qui  est  en  général  du  genre  deux.  Ce 
genre  s'abaisse  à  un  si  le  point  de  rencontre  des  directrices  rectilignes  de  chaque 
surface,  situées  dans  le  plan  de  la  conique,  est  sur  la  conique;  d'où  il  faut  con- 
clure que  ce  fait  a  lieu  comme  l'indique  l'auteur.  On  sait  d'ailleurs  que  la  quin- 
tiquc du  genre  un  est  l'intersection  partielle  de  deux  surfaces  cubiques  qui  ont 
déjà  une  courbe  gauche  du  quatrième  degré  commune  à  trois  points  doubles  ap- 
parents :  comme  cas  parliculier,  la  quintique  est  encore  du  genre  un,  si  les  deux 
surfaces  i)asscnt  l'une  et  l'autre  par  deux  coniques  ([ui  aicuL,  sur  la  droite  d'intcr- 
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Remarque.  —  Le  procédé  de  calcul  donné  plus  haut  pour  former 
une  relation  entre  trois  des  fonctions  P, ,  Po,  . . . ,  P5  peut  aisément 
se  fi^énéraliser. 

On  arrive  ainsi  à  former  l'équation  d'ordre  n  qui  lie  les  coordon- 
nées a:  et  V  des  courbes  de  Clebsch  à  /?  transcendantes. 


Théorème  d' Arithmétique;  par  M.  Weill. 

(Séance  du  2  déccmlire  1881.) 

Si  un  nombre  N  est  décomposé  en  plusieurs  parties,  de  manière 
que  l'on  ait 

N  r=  a  H-  ^  -H .  .  .  +  />7  H-  z:»! Yi  -H  .  .  .  -H  rst, 

l'expression  (  i .  2.3  .  .  .jN  )  est  divisible  par  le  produit 

(i.2.3...a)(i.2.3...p)...(i.2.3.../^)'?(i.2.3...7)...(i.2.3.../^,)'' 
X  (i.  2.3... </i  )...(!.  2. 3... /•)■"(! -2. 3... 5)' (1.2.3...  0- 
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